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A LA MÉMOIRE 



DE 



C.-W. BORCHARDT. 



SUR QUELQUES APPLICATIONS 



DES 



FONCTIONS ELLIPTIQUES 



La théorie analytique de la chaleur donne pour Timportante question 
de l'équilibre des températures d^un corps solide homogène, soumis à des 
•sources caloriBques const«intes, une équation aux différences partielles 
dont Tintégration, dans le cas de Tellipsoïde, a été Tune des belles décou- 
vertes auxquelles est attaché le nom de Lamé. Les résultais obtenus par 
Tillustre géomètre découlent principalement de l'étude approfondie d'une 
équation différentielle linéaire du second ordre, que j'écrirai avec les 
notations de la théorie des fonctions elliptiques, sous la forme suivante : 

k étant le module, // un nombre entier et h une constante. Lamé a montré 
que, pour des valeurs convenables de cette constante, on y satisfait par des 
polynômes entiers en sn:r : 

jr z= sxV^x -t- h^siV^^^x -h Aasn"""* x 4- . . . , 

dont les termes sont de même parité, puis encore par ces expressions : 

Y = (sn""'.r -h //, sw'^'^x -f- K^sW^^^x -r-. . .)cna', 
j = (sii""*;r -f- /i\ >u'^'^x -+- h\s\\'^-^ oc -^ . . .)àn Xj 
y = (sn''"'^? 4- h\ sn''~*.r -t- //gSU^-^jc -f-. . .jcnjcdnj:. 

M. Liouville a ensuite introduit, dans la question physique, la considé- 
ration de la seconde solution de l'équation différentielle, d'où il a tiré des 
théorèmes du plus gr^nd intérêt (*). C'est également cette seconde solution, 
dont la nature et les propriétés ont été approfondies par M. Heine, 
qui a montré Tanalogie de ces deux genres de fonctions de Lamé avec 



(») Comptes rendus, i845, i*' semestre, p. i386 et 1609; Journal de Mathématiques, 
t. XI, p. 217 et 261. 

H. 1 



( 2 ) 

les fonctions sphériques, et leurs rapports avec la théorie des fractions con- 
tinues algébriques. On doit de plus à l'éniinent f^éomètre une extension 
de ses profondes recherches à des équations différentielles linéaires du 
second ordre beaucoup phis générales, qui se rattachent aux intégrales 
abéliennes, comme celle de Lamé aux fonctions elliptiques (*). 

Je me suis placé à un autre point de vue en me proposant d'obtenir, 
quel que soit //, l'intégrale générale de cette équation, et c'est l'objet prin- 
cipal des recherches qu'on va lire. On verra que la solution est toujours, 
comme dans les cas |)articuliers considérés par Lamé, une fonction uni- 
forme de la variable, mais qui n*est phis doublement périodique. Elle est, 
en effet, donnée par la formule 

ou la fonction F(x , qui sati.^fait à ces deux conditions 

F{x -f- 2 K J — (j. F.^.r), 
F{jc-\- y.iK') — /j/F.^.rj, 

dans lesquelles les facteurs a et uJ sont des constantes, s'exprime comme 
il suit. Soit, pour un moment, 

nous aurons 

F(x) = Dr**;x) ~ A, Dr'(l)(.r) -h AAyr'^]?[,r) -...; 

les quantités sn^o et >.'- sont des fonctions rationnelles du module et de 
A, et les coefficients A,, A2, . .., des fonctions entières. On a, par exemple, 

[n — I ] i/i — 2 ) {n — 3 ^ f '? — 4 ) 



A..=: 



L ^ 9 



2 /? ' /? -h I ) ' 2 /? — il 



i5 



(i-A^ + A'')l 



(') Journal de Crellc [Beitrag zur Théorie des Jaziehung und dcr \t uniie^ £. 29 ; 
Journal de M, Borchardt \Ucbvr die Lamcschcn Punctionen; Einii^c Eigenschaften dcr 
Lameschen Functionen^ dans le t. 56, et Die Lameschcn Functionen verschicdener Ordnungen, 



(3 ) 

Je m'occuperaii avant de traiter le cas général où le nombre n est 
quelconque, des cas particuliers de/2 = iet7i = !2.Le premrer s'applique 
à la rotation d'un corps solide autour d'un point fixe, lorsqu'il n'y a point 
de forces accélératrices, et nous conduira aux formules données par Jacobî 
dans son admirable Mémoire sur cette question [Œuvres complètes, t. II, 
p. 139, et Comptes rendus, 3o juillet i849)- «'V rattacherai encore la déter- 
mination de la figure d'équilibre d'un ressort, qui a été le sujet de travaux 
deBinetet de Wantzel( Comptes renc/u5, i844, 1" semestre, p. iii5etii97). 
Le second se rapportant au pendule sphérique, j'aurai ainsi réuui quel- 
ques-unes des plus importantes applications qui aient été faites jusqu'ici 
de la théorie des fonctions elliptiques. 

I. 

La méthode que je vais exposer, pour intégrer Téquation de I^mé, 
repose principalement sur des expressions, parles quantités 6(x), H(a;), ..., 
des fonctions F [x\ satisfaisant aux conditions énoncées tout à Theure 

F(ar-f-aK) = jul F(x), 

Fva:-h2iK')=;jL'F{a:), 
qui s'obtiennent ainsi : 

Soit, en désignant par A un facteur constant, 

les relations fondamentales 

H(x-t-2R) =-.H(jf), 

n{x+ 21K') =r - H (a:) e*""^^ ^"^'^'^ 
donneront celles-ci : 

y(ar-haK) =f[x)e-^\ 

f{x^2iK')=J{x)e'''^ 



^'Z^^aiiK' 



Disposant donc de g> et X de manière à avoir 



li = e^^^, 
fi'= e *^ 



t. 57). Le premier de ces Mémoires, paru en i845, mais daté du 19 avril 1844» contient 
une application de la seconde solution de l*équation de Larnt', qui a été par conséquent dé- 
couverte par M. Heine, indépendamment des travaux de M. Liouville, et à la même époque. 



( 4 ) 

Y\x) 

on voit que le quotient ; '. est ramené aux fonctions doublement pério- 
diques, d'où cette première forme générale et dont il sera souvent fait 



usage : 



la fonction (I);.r) n'étant assujettie qu'aux conditions 

(I)(x -h 2K) = *(x), <I> ;x -f- a/R'j = <I)(x). 

En voici une seconde, qui est fondinneutale [)our notre objet. Je 
remarque que les relations 

y(x-f-2/lv')=//(.rl, 
ont pour conséquence celles-ci : 

i 

J[x- 2/K')= ^/(.r), 

de sorte que le produit 

<i>{z) = F[z)J{r-z) 

sera, quel que soit x, une fonction doublement périodique de z. Cela étant, 
nous allons calculer les résidus de *(r), pour les diverses valeurs de Tai*- 
gumentqui la rendent infinie, dans Tintérieur du rectangle des périodes; et, 
en égalant leur somme à zéro, nous obtiendrons immédiatement l'expres- 
sion cherchée. Remarquons à cet effet q'»ey^(.r) ne devient infinie qu'une 
fois pour X = o, et que, son résidu ayant pour valeur 

AH f 0)1 



H'ioi 

on peut disposer de A, de manière à le faire égal à l'unité. Posant donc, 
en adoptant cette détermination, 

. . . H' ; o î H X 4- w <-/' 

j (^j — ni^fîT^tT) ' 

on voit que le résidu correspondant à la valeur z = a: de ^'\z) sera 
— F(a:). Ceux qui proviennent des pôles de F(2) s'obtiennent ensuite 



(5) 
SOUS la forme suivante. Soit z = a Tun d'eux, et posons en conséquence, 
pour £ infiniment petit, 

F(a-i-6)=A£-*-f-A<D.£-*-hA2D;6-*-h ..-f-AaDre-'-f-ao-ha.E-i-nag'-f-..., 

le coefficient du terme en - dans le produit des seconds membres, qui est 
la quantité cherchée, se trouve immédiatement, en remarquant que 



I .a . . ./i 

5 



et a pour expression 

A/(x — a)-+- A,D^/(x — rt)-f- A2DÎ./(jc — a) -f-. . .-+- AaBl/iX'-a). 

La somme des résidus de la fonction $(2), égalée à zéro, nous conduit 
ainsi à la relation 

F(jc) = 2[A/(x - a, -h A, Dj{x - rï) -h. . .-h A«D:/(j: - a)], 

où le signe 2 se rapporte, comme il a été dit, à tous les pôles de ¥(z) qui 
sont à Tintérieur du rectangle des périodes. 

II. 

La fonction F (x) comprend les fonctions doublement périodiques; 
en supposant égaux à l'unité les multiplicateurs fx et |u.', je vais immédia- 
tement rechercher te que Ton tire, dans cette hypothèse, du résultat auquel 
nous venons de parvenir. Tout d*abord les relations 

fjL = e^^*', Il = e ^ 

donnant nécessairement X= o et w = 2//1K, ou, ce qui revient au même, 
= o, le nombre m étanl entier, la quantité/(x) = — h(^)h(j,)*' ^ ^^' 

vient infinie et la formule semble inapplicable. Mais il arrive seulement 
qu'elle subit un changement de forme analytique, qui s'obtient de la ma- 
nière la plus facile, comme on va voir. Supposons, en effet, X= o et w infi- 



c«> 



(6) 
niment petit, on aura, en développant suivant les puissances croissantes 
de oj, 



d'où 



H'i'o^ I /i -f- /.^ J 

__ — _ 4- — , ç,) 

Hiwj w \ b ?.lv 

H;.r-f-w) H^(j:) 

11 1 .r j H ^ j: ) 



yv ^ ï H'i>] /l H- X' J \ 



0) 



D'autre part, observons que les coefficients A, A|, ... doivent être 
considérés comme dépendants de w, et qu*on aura en particulier 

A == a '-h a'co H- ..., 

a, a', ... désignant les valeurs de A et de ses dérivées par rapport à w ponr 
oj =z o. Nous obtenons donc, en n'écrivant point les ternies qui contien- 
nent ij) en facteur, 

AJ [x — a) =^ ~ -{- a -h H r -^ •• • 

et, par conséquent, 

lU{a:^a)=- 2a 4- 2a' 4- 2a ï^^" "^J + .... 

Or on voit que le coefficient de- disparaît, les quantités a ayant une 

somme nulle comme résidus d'une fonction doublement périodique, et la 
différenliation donnant immédiatement, pour w — o, 



^V(^) = '^^ït5' d!/(-)=d:^-^ 



9 . . . , 

ri 



nous parvenons à l'expression suivante, où a, a,, ..., a^ sont les valeurs de 
A, A,, ..., Aa pour 0.) = o : 

F(x) = 1.'-^! p. §^ + a. D. ^^=^ + ... .- aj): ^^^ • 

Cesl la formule que j*ai établie directement, pour les fonctions dou- 
blement périodiques, dans une Noie sur la théorie des Jonctions elliptiquesy 
ajoutée à la sixième édition du Traite de Calcul difféi enliel et de Calcul inté- 
gral de Lacroix. 



(7) 



III. 



Revenant au cas général pour donner des exemples de la détermina- 
tion de la fonction f{x\ qui joue le rôle d'élément simple, et du calcul 
des coefficients A, A|, A2, . .. , je considérerai ces deux expressions : 

^ f s H(*-hfl]H(.r-h*)...H(x-4-/)r^ 

oùa^ by . , .y l sont des constantes au nombre de n. On trouve d'abord 
aisément leurs multiplicateurs, au moyen des relations 



e(j:-f-aK) = 


+ e(j:), 




H(x-f-2K) = 


-H (a:), 




e(x + a/K') = 


— e(x)e~ 


1 


H (a: -H 2iR') = 


- H{x)e~ 


-^(xH-.-K') 



Elles montrent qu'en posant 

puis, comme précédemment, 

Il =e , 

on aura 

F(x -4- 2K ) = /JL ¥{x), F,{x -h aK ) = (- iy*fjL F,(x), 

Il en résulte que, quand n est pair, la fonction 






(a.)H(x) 

ayant ces quantités |u. et p.' pour multiplicateurs, peut servir d'élément 
simple pour nos deux expressions; mais il n'en est plus de même relative- 
ment à la seconde F| (x), dans le cas où n est impair : on voit aisément qu'il 



( 8 ) 

faut prendre alors pour élément simple la fonction 

, . H"o O .r-|-o,>>' 

J^^"^)- e . H .r ' 

afin de changer le signe du premier multiplicateur, le résidu correspon- 
danl à j: = o étant d'ailleurs égal à Tunilé. Cela posé, comme F x) et F, .r) 
ne deviennent infinies cpie |)onr x =^ /R', ce sont les quantités J [x — iYJ) 
iH/Jjr — /R') qui figureront dans noire foimule. Il convient de leur 
attribuer une désignation particulière, et nous n^présenîercns dorénavant, 
la première par ç; (jr) et la seconde par ^(x), en observant que les relations 



' ».r-t-/ h 






H [.T H- /Iv'; = /Il f r ) c '*^' 
IIi.r-f-/R' =i{-){a:)e »^^ 

donnent facilement, après y avoir changé .v en — x', ces valeurs 

H' () B .r-f-'j r" 



9 >•) = 



\lu.' H :w j-i 



\' u. (r) w C-) ./• 



/ ' 



Nous avons maintenant à calculer dans les développements de 
F(/K'-4- s) et F, (fK'-h i), suivant les puissances croissantes de c, la partie 
qui renlermeles puissances négatives de cette quantité, et qu'on pourrait, 
pour abréger, nommer la partie principale. A cet eifet, je remarque qu'en 
faisant, pour un moment, 

on aura 

Nous développerons donc Iliej et II^'e), par la formule de Maclaurin, 
jusqu'aux termes en ê'*"', et nous multiplierons par la partie principale de 

— — -, qui s'obtient, comme on va voir, au moyen de la fonction de 

M. Weienstrass : 



Al(.r), = X— '—7 : — x' -h ^ — .r' 



G i?o 



(9) 
On a en effet, d'après la définition même de l'illustre analyste, 









H(x) 




Al (a:)., 




et l'on 


en dédnit 








. 






Lu(.)J - 


■e 




6 ^ ■+ 


I20 


6» 




= 


■e 




^ 6 


I 








I 


. J' 


+ X' J \ 


I 
1- 





- -J 



IV. 

Je vais appliquer ce qui précède au cas le plus simple^ en suppo- 
sant /i == 2 et X = o, ce qui donnera 

F(x) = îl^±|Mi±*l, 

et, par conséquent, 

-Ln(6) = H(a)H(A) -f- [H(a)H'(6) -h H(6) H'(a)]6 + ..., 
Vf*' 

4=ni(6) = e(a) e(6) h- [e(a) e'(6) -^ e(6)e'(rt)]6 -h .... 

V^f*' 

Maintenant la partie principale de ^q-r ne contenant que le seul terme 
,.,,V , -» on a immédiatement 

H'*(o) t' 

H" (o) p ,.j^, _^ V ^ e (") e (fr) _^ e(«)e'(»)+e(i)e'(a) 

et, par conséquent, ces deux relations 

H'Mo)e(x4-.)e(x4-6) ^ _H(«)H(6)ç'(x) + [H(«)H'{è) + H(ô)H'(«)]?(x). 
Vf* »'(*) 

H-'(o)H(xH-.)H(x+^) ^ _e(^)e{t) /(x) + [e(a)e'(6) + e We'(«)]ç(x). 



-+" • • M 



( lo) 

En y remplaçant ? (jc) par sa valeur- ._ 77-7-r ' J^ '^^ écrirai 

SOUS la forme suivante, qui est plus simple : 

ïi [a] n J^] &' [.x] 
e:a]eù 0^i.ri 

On en tire d'abord, à l'égard des fonctions 0, celte remarque que, sous la 
condition 

on a l'égalité (') 

H' (o) H {u -f- h) II {a -hc)n[b'hc) =rz (V {a) e [b) (c) H (r/) 

4- 0' {bj (c) (r/j {a) 
H-0'(c)0(r/)0(rt)0(^^) 

0'(^/)0(^)0(A)0(c). 



Mais c'est une autre conséquence que j'ai en vue, et qu on obtient en 
mettant la première, par exemple, sous la forme 

* G^) = PI - fy 
où $ [x] désigne le premier membre, y la fonction ^ . , — -^ et /; la con- 

siante Tr-7-+'TrV' 

ï\\a] ^^\b) 

Si nous multiplions par e'^*^, elle devient, en effet, 
d'où 

Ce résultat appelle Tattention sur un cas particulier des fonctions ç [x]^ 



(•) Elle a été donnée par Jacobi, Journal de Crdle [Formula: novœ in thcoria transcen- 
dentium elUpticarum fundamentales, t. 15, p. 199). 



( II ) 

où, par suite d'une certaine détermination de X, elles ne renferment plus 
qu'un paramètre. On voit qu'en posant 



•^m. 



ce qui entraîne, pour le multiplicateur jx', la valeur 

l'intégrale / <p {xy a) f {a:, b) dx s'obtient sous forme finie explicite. Un 
calcul facile conduit en effet à la relation 

Faisons, en second lieu, 

^^ ' ^ V^p'e(a)e(x) 
en désignant alors par fi' la quantité 

et nous aurons semblablement 



Jx(^» ^) X(^i '0 dx = ^<p{xja'+- b)e 






On en déduit aisément qu'en désignant par aet b deux racines, d'abord 
de l'équation li'{x) = o, puis de l'équation 8'(:r) = o, on aura, dans le 
premier cas, 

' ç (j:, û)y (or, i)^x = o; 



et dans le second, 

X{x,a)x{x,b)dx = Oy 

sous la condition que les deux racines ne soient point égales et de signes 
contraires. Si l'on suppose b = — a^ nous obtiendrons 

jT (p{x,a)<p{x, -/i)rfr = a(j-- J;j), 
X(a:, a)x(^, - ^)û?j:^ = 3(J — **Ksn*£i). 



( '2) 

On voit les reclierches auxquelles ces théorèmes ouvrent la voie et que je 
nie réserve de poursuivre plus tard; je me borne à les indiquer succincte- 
ment, afin de montrer Timporlance des fonctions y (:r)et x{x)^ Voici main- 
tenant comment on parvient à les définir par des équations différentielles. 

V. 

Nous remarquerons, en premier lieu, que les fonctions 9(^ï) et x ♦^-) 
peuvent être réduites Tune à l'autre ; leurs expressions, si Ton y remplace 
le multiplicateur |x' par sa valeur, étant, en effet, 

^^ ^ mw)0[.r) 

on en déduit facilement les relations suivantes : 

cp{jc, 0) -h zK') =: x(.r, w), 



X(j:, CO -^ /K') =:: (p(x, 



0) 






dont nous ferons souvent usage. Cette propriété établie, nous recherche- 
rons le développement, suivant les puissances croissantes de s, de yJJK^-i- s), 
qui jouera plus tard un rôle important, et dont nous allons, comme on va 
voir, tirer l'équation différentielle que nous avons en vue. Pour le former, 
je partirai de Tégalité 



D^logy(x) = -— ; — — — ;— f 



d'où l'on déduit 



^ ^'^^ ' 0^co-f-Ê 11(2 0^w 



• • » 



Cela posé, nous aurons d'abord 

0'{o)-H ») 0'(^) __ p^ 0^>] J^-i^2®'(«)_ 

0(cT4-«) 0{w) ~" ^ "^ 0[a)) "^ 1.2 " ©'■wj "• ' 

mais, l'équation de Jacobi 

"-Ira = É - *■ -'- 



donnant en général 






( i3) 
ce développement prend cette nouvelle forme 

e^«-h^) e(«) \K / 1.2 " 1.2. 3 " 

Joignons-y le résultat qu'on tire de l'équation de M.Weierstrass : 

H(6) = H'(o)e^KAl(6)i,- 
en prenant la dérivée logarithmique des deux membres : 

e(i)-^K"^Ai(i)/ 



• •• • 



et nous aurons 



Delogx(ïK'4- £) = - eA'sn^w - -^D^A'sn^w ^!^, 



d'où^ par conséquent^ 



A* SB* M Dm it« •»■••- ... 

» s 



= c 



^-H--g-HH- ^ 36o ^ +•••)' 

sans qu'il soit besoin d'introduire un facteur constant dans le second 

membre, puisque le premier terme de son développement est -» comme 

il le faut d'après la nature de la fonction x(^). Cette formule donne le 
résultat cherché par un calcul facile; elle montre qu'en posant 



on aura 



û = A* 8n*« ^> 

ûi = A' sn 0) en 0) dn a>, 

(î, = A:* sn*&) i — 5 ^ sn*ci) — ^ jg — ^ 



En voici une première application. 



( i4 ) 



VI. 



Considérons, pour la décomposer en éléments simples, la fonction 
A- sn^j:;((.r), qui a les multiplicateurs de x('^) ^^ "^ devient infinie que 
pour X ~ /K'. On devra, à cet effet, en posant x — iK'-i- £, former la 
partie principale de son développement suivant les puissances croissantes 
de £, que nous obtenons immédiatement en multipliant membre à membre 
les deux égalités 



sn-j 5" 3 

Il vient ainsi 



e 

I > I / 7..\ 



A^ s.r(/K'+ t)yXi^+ ^) = p + [51. + F) - iii] ^ + . . . 



i(, +/5:=) - i/t'sn='ul 



£-' + 



et Ton en conclut la formule suivante : 

Elle montre que, en posant ^' = x(^'), nous obtenons une solution de 
l'équation linéaire du second ordre 

-— = (2/1^ sirx — r — Jr -\- k- sn-oj) j-, 

qui est celle de Lamé dans le cas le plus simple où Ton suppose /z = i, la 
constante // = — i — /r -h A- sn^w étant quelconque, puisque w est arbi- 
traire; et, comme cette équation ne change pas lorsqu'on change x en 
— X, la solution obtenue en donne une seconde, j=zyj^ — x)^ d'où, par 
suite, l'intégrale complète sous la fornie 

7 = Cx;.r)-+-Cx(~x). 

A ce résultat il est nécessaire de joindre ceux qu'on obtient quand on rem- 
place successivement w par w -f- /K', w -+- K, o) 4- K H- /R', ce qui conduit 
aux équations 

^ = [^k- sn'x - , - A- + -j^j J, 
■-— 7= [ik^ sxrx — 1 — A^ H — r. 



( '5) 
La première, d'après l'égalité )(^{x^ co -+- iK') = ^(jr, «), a pour intégrale 

et| en introduisant ces nouvelles fonctions, à savoir : 

i(pi{Xj 0)) = 9(j^, w -H K), 
nous aurons, sous une forme semblable^ pour la seconde et la troisième : 

7 = Cx.(^)-hC'xi(-^), 
j = C9,(x)-+-Cy9i(- j:). 

Les expressions de f « (x) et ^i (^) s'obtiennent aisément à Taide des fonc- 
tions 0|(jc) = Q{x -+• K), H< (jc) = H(ar -h K); on trouve ainsi 

Nous allons en voir un premier usage dans la recherche des solutions de 
Téquation de Lamé par des fonctions doublement périodiques. 



VIL 



Nous supposons à cet effet o) = o dans les équations précédentes, 
en exceptant toutefois celle où se trouve le terme — ;- qui deviendrait infini. 
On obtient ainsi, pour la constante A, les déterminations suivantes : 



Ce sont précisément les quantités qu*on trouve en appliquant la méthode de 
Lamé; et en même temps nous tirons des valeurs des fonctions /(x), 
Xi(-^)> ?i(-^)9 P^ui* a) = o, les solutions auxquelles conduit son analyse: 

ou, plus simplement, puisqu'on peut les multiplier par des facteurs con- 
stants, 

jr = sïïx, jr = cnx^ j = dna'. 



( >6) 
Mais une circonstance se présente maintenant, qui demande un examen 
attentif. On ne peut plus, en effet, déduire de ces expressions d'autres 
qui en soient distinctes par le changement de signe de la variable, et il 
faut, par suite, employer une nouvelle méthode pour obtenir l'intégrale 
complète. Représentons, dans ce but, la solution générale de Tune quel- 
conque de nos trois équations, en laissant co indéterminé, par la formule 

j = CF(x, 0)) -f- C'F(-- X, 0)). 
Je la mettrai d'abord sous cette forme équivalente 

j = CF(a-, 0)) -hCT(x, - 0,); 

puis, en développant suivant les puissances croissantes de w, je ferai 

F(j:, w) = Fo(^) -h ojF, [x] 4- a)^F2(x) H- . . . , 
ce qui permettra d'écrire 

j .= (C 4- C')Fo(jr) + w(C - C)F, [x) + 0)^(0 -+- C')Fo(;r) + . . . , 

ou encore 

j = CoF,(x) -f- C,F.(^) -+- coC,F2(x) + , . . , 

en posant, d'après la méthode de d'Alembert, 

Co=^ C4-C', c, = w(C~ C). 

Si l'on suppose maintenant ro = o, on parvient à la formule 

jr=C,F,(x)-f-C,F,(^), 
qu'il faudra appliquer en faisant successivement 

F(x, 0)) = x(x), F(x, 0)) z= y, [x), Y{x, w) = 9, (x); 

mais le calcul sera plus simple si l'on prend 

Ffjr, 00 j ^ . ' e ^'^'^^ , 

^ ' ^ 0^.r) ' 



V 

^ V 
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ces quantités ne différant des précédentes que par des facteurs constants. 
Observant donc que, pour o) = o, on a 

nous obtenons immédiatement les valeurs que prennent leurs dérivées par 
rapport à tù^ dans cette hypothèse de ci) = o 



17 r \ H'(*) 



JH(x) 



La solution générale de Téquation de Lamé, dans les cas particuliers 
que nous venons de considérer, peut donc se représenter par les formules 
suivantes : 

1^ /,=-i--/c», 7 = Csnjc-f-C'snjcr511jj -^ar], 



2° 



A = --i, r = Ccnx-4-C'cnjc ^^ ,7 — x » 

30 A^^AS ^ = Cd„^-^C'dnx[|Lff^-i:^x]. 

VIII. 

Un dernier point me reste à traiter avant d'aborder, au moyen des 
résultats qui viennent d'être obtenus, le problème de la rotation d'un 
corps autour d'un point fixe, dans le cas où il n'y a point de forces accé- 
lératrices. On a vu que les quantités (p(x),/(j:), ÇiC^ji/^v*^) ^^°^ '^* 
produits d'une exponentielle par les fonctions périodiques 

H^(o)e.(ar+ ft>] H'(o) H(;cH-») H[(o) e,(x -f-«) H^(o)H.(.r ■4 -m) 

H(w) e(x) * 0(w)e(x) ' H(«)e(x)~ ' e(»)ëf^} * 

développables par conséquent en séries simples de sinus et cosinus de 

multiples entiers de^- Ces séries ont été données pour la première fois 

par Jacobi, à l'occasion même de ses recherches sur la rotation ; et, comme 
l'observe l'illustre auteur, elles sont d'une grande importance dans la 



E. 



3 
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lliéoriedes fonctions elliptiques. levais montrer comment on peut y par- 
venir au moyen de l'équation suivante : 



iK /»2/K' 



,-»aK /» 2/IV 

/ F'.ro-^x)dx-hj Fix^-i- 2K-h a:)dx 

Jo *- 

J^2K /»2lK' 

F(Xo -f- 2/K'-4- o'jr/x — / F(»:ro 4- j:)<:/x =2/7rS, 

ou, les quatre intégrales étant rectilignes, S représente la somme des résidus 
delà fonction F{x) qui correspondent aux pôles situés k l'intérieur du 
rectangle dont les sommets ont pour affixes les quantités Xq, Xq-^- 2K, 
x^-{- aK -+- a/K', Xo H- 2/K'. Supposons à cet effet qu'on ait : 

F;^^ -+- 2 K) ==ju. F[x), 
F{x-^2iK') = ij:V[x), 

on obtiendra la relation 

F{Xo-h x)dx — (i — ix) j F[Xq-\- x)dx =iinS, 

et si Ton admet en outre que le multiplicateur ^ soit égal à l'unité, on en 
conclura le résultat suivant : 

Cela posé, soit, en désignant par n un nombre entier quelconque, 



F[X] =—,,-, .- , ^' e 



tTzn X 



> I ' ./• 

on aura 



ety en limitant la constante Xq de telle sorte que le pôle unique de F(jc) qui 
est à l'intérieur du rectangle soit x = zK', nous obtiendrons pour le résidu 
correspondant, et par conséquent pour S, la valeur 

V ['"-t-i'iih. ) 



( «9) 
De là résulte, pour Tinfégrale définie, FexpressioD suivante 






1 F(Xo4-x)^= ,., 



-[^(•É+îniK') 



sin -4r(» + 2'»'I^') 



et Ton voit qu'en posant l'équation 



i'nn(x^-^-x) 






(w) ( J-é -+- x) 

on en déduit immédiatement la détermination de An. Nous avons, en effet, 

F {Xo + x) dxj 
et, par conséquent, 

— A„= 



sin --r (w + 2/i/K') 

La constante x^ que j'ai introduite pour plus de généralité, et aussi 
pour éviter qu'un pôle de F( jc) se trouve sur le contour d'intégration, peut 
maintenant sans difficulté être supposée nulle. Nous parvenons ainsi à une 
première formule de développement : 



tisnx 



2K H^(o )0(jr-f-M) ^"^ e « 

sin -^(»-f- 2/i/K') 



=2 






dont les trois autres résultent, comme on va le voir. Qu'on change, en 
effet, 0) en w H- iK', on en conclura d'abord 



?.K H^(o)H(x-f-Ci*) -"ÏK_ 



i«nx 
ITTX 



e ■'=>' i 



=2 



puis, en multipliant les deux membres par Texponentielle, et posant 
m = 2n -+- I, 

imwx 

2K H^(o)H(jr-hft>) yi g~^ 

r e(«)e[x) ^ . ^ / . .ir/\ 

^ ' ^ ' sin-- (»H-//iiKM 

2K ^ 

Mettons enfin, dans les deux formules que nous venons d'établir, 
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w -h K à la place de K, et l'on obtiendra les suivantes, qui nous restaient 



a trouver : 

9.R H' ol 0. '.r-\- by] ^%r* e 



I r. n.r 



' ' ' cos— - ;w -f- 2/?/K' 



oK H' o n, r-h w^ 



îTk ■ 



I r 77/ r 



' ' ^ cos - - w -4- /// / K 



Voici à leur sujet quelques remarques. 



IX. 



Elles sont d'une forme différente de cellf^s de Jacobi et Ton peut 
s'en servir utilement dans beaucoup de questions que je ne puis aborder 
en ce moment. Je me contenterai, sans en faire l'élude, d'indiquer suc- 
cinctement comment on en tire les sommes des séries suivantes : 

où fiz) est une fonction rationnelle de sin -^/ et cos—-? sans partie en- 

tière et assujettie à la condition f[z + 2K) — —/(s). Il suffit, en effet, 
d'employer la décomposition de cette fonction en éléments simples, 

c'est-à-dire en termes tels que D' , pour obtenir immédiate- 

ment la valeur des séries proposées, au moyen de ces deux expressions : 



I sm (û)H-2/2/R } I 

-^'f— r^ 1 



i7t nx 

e 



K 2KH'(O^0^x4-oo) 

— D.. .. - -—— — > 







■^w 


TT H ^ W , ( X ) 




innix 










jK 




d: 


o.K n'ioHir-f- 


0) , 




TV ( w ; ^ X 1 





J'ajouterai encore qu'on retrouve les résultats de Jacobi, si Ton réunit 
les termes qui correspondent à des valeurs de l'indice égales et de signes 
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contraires. Il vient ainsi, en effet, en désignant par m un nombre qu'on 
fera successivement pair et impair^ 



inmr i%mx mnX HflT/K' . ITM 

? •' C * 2K. 2K ?.K 



sin-lfw + 'W'KM sin-^(w — wiKM sin ^(«+ii»iK') $in-^(û. — miK') 

2K aK 2lV 2J\. 

. mitx . mitiKf irw 
a».n-^».n-^^co«- 

sin ^ (« -*- /wi K' ) sin-— ( w — wiK' ) 

employons ensuite les équations de la page 85 des Fundamentay qui dou' 
nent : 

miriK' l-f-«7" 

cos — - — = ==-, 

. mist'K' .1—9* 
sin — =1 ==-» 



sin -^ (w -+- /rn'KM sin -^ (» — miK') = 

aK^ ' aK ^ ' 

et nous parviendrons à cette nouvelle forme : 



I — 37* cos -^ 4- 7** 



4î' 



tf •* e •* ^^ ^ ' aK /wiTjr 

1 = COS — —■ 

*"> -;7 w -f- wiK' sm -— (» — miK') i— ay^cos--- + 7*" 
aK aK &- 

4^7«('~7-)cos- ^^^^ 

H sin — :rr-' 

irw ,^ aK 

I — a7"cos— +7'* 

Jv 

C'est celle qu'on voit dans la lettre adressée à l'Académie | des Sciences et 
publiée dans les Comptes rendus du 3o juillet 1849; ^^^9 ^^ introduisant la 

constante 6 = ^9 on peut écrire 

iTfti 7" — 7 ■ 

Sin— =r =- : » 

aR ai 

COS -=r = ' 

aR a 

et 

I — 2q'" cos^ -h 9*'" = (i - 9"-^) (1 - (f'^). 
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Mais une faute d'impression, reproduite dans les OEuvres complèieSy t. II, 
p. 143, et dans le Journal de Crelle, l. XXXIX, p, 297, s'est glissée dans ces 
formules. Les équations (3), (4), (5), (G) renferment en effet les quantités 

vV/(i 4-7), v^7^(< "^ ?^)î ••• <^^ V7v* — 7)î vV(ï "~?^)' --M q"i doivent être 

remplacées par \^(j{i + 7), \Ji]'^{i -f- 7'), ... et \lq{\ —7), V^7'(i — 7')? 

On peut d'ailleurs parvenir par d'autres méthodes à ces résultats impor- 
tants. M. Somoff les obtient en décomposant la quantité 



;-— M» - V'-. » — V'^.".» — •/'- ';l' — 7'-"';- • 



en fractions simples : 



Af 



■ ~T~ ^^ ; — "T" .*- 

— 1 1 — r/'"'z z — ry 



Le P. Joubert m'a communiqué la remarque qu'on peut, en suivant la 
même marche, partir de ces expressions finies : 









(5— 71 s — </3 i, , . z — q-"-^') Il — 72 I — q^z . ..II — «/^n-i-i-.; 

et faire ensuite grandir indéfiniment le nombre n. 

Enfin, et en dernier lieu, je remarque qu'au moyen de la fornmie 



a K 9 /■ S 

F fxo -h x] dx := - --'^- , 



qui a été le point de départ de mon procédé, nous pouvons très-simplement 
démontrer les relations établies au § IV, p. 11 : 



C^^ e T -j-/7l0i.r H- // , 

/ ^ o clx = O, 



r'^^U x-hn Uir -+-6) 



dx = o, 

o ^ v*^; 



0''.rl 



où a et i désignent, dans la première, deux racines de Téquation H'(a:) = o, 
et dans la seconde, deux racines de l'équation Q'(x) = o. Si l'on prend, 
en effet, successivement 



.■y ! „\ 



0' [xj 

^ ^ 0'ix) 



l-^i 



(a3) 

on aura fi = i et jx' différant de l'unité, sauf la supposition que nous 
excluons de b :=^ a.On obtient d'ailleurs, dans le premier cas, 

ety dans le second , 

eMe^)+e(6)e'(a) r-, 

de sorte que, sous les conditions admises, les deux valeurs de S s'éva- 
nouissent. Cela étant, nous pouvons, dans la relation ainsi démontrée 



F(xo + x)d!r = o, 



supposer jtq = o; car l'intégrale est une fonction continue de x^^ non-seu- 
lement dans le voisinage de cette valeur particulière, mais dans l'intervalle 
des deux parallèles à l'axe des abscisses, menées à la même distance K' 
au-dessus et au-dessous de cet axe. 



X. 

Dans la théorie de la rotation d'un corps autour d'un * point 
6xe Oy le mouvement d'un point quelconque du solide se détermine en 
rapportant ce point aux axes principaux d'inertie Ox\ Ojr^y Oz\ immo- 
biles dans le corps, mais entraînés par lui, et dont on donne la position 
à un instant quelconque par rapport à des axes fixes Ox, O/, Oz, le plan 
des xy étant le plan invariable et l'axe Oz la perpendiculaire à ce plan. 
Soient donc x^jr^ z les coordonnées d'un point du corps par rapport aux 
axes fixes, et Ç, y7,Ç les coordonnées par rapport aux axes mobiles; ces 
quantités seront liées par les relations 

x = a^ +bti -+-cÇ, 
/ = a'§ + b'-n •+- c'Ç, 

et la question consiste à obtenir en fonction du temps les neuf coefficients 
ay b^ Cj Jacobi le premier en a donné une solution complète et défi- 
nitive, qui offre l'une des plus belles applications de calcul à la Mécanique 
et ouvre en même temps des voies nouvelles dans la théorie des fonctions el- 
liptiques. C'est à l'étude des résultats si importants découverts par l'im- 
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mortel géomètre que je dois les recherches exposées diins ce travail, et tout 
d'abord Tintégration de Téquation de Lamé, dans le cas dont je viens de 
m'occuper, où Ton suppose n = i ; on va voir en effet comment la théorie 
de la rotation, lorsqu'il n'y a point de forces accélératrices, se trouve 
étroitement liée à cette équation. 

Pour cela je partirai des relations suivantes, données dans le tome II 
du Traité de Mécanique de Poisson, p. f35 : 

db db' , , db" 

-^-^^cp-ar, -=cp-a'r, — ^ c p - a r, 

de j de , j, d<" „ j„ 

^^^aq-bp, --^-^nq-bp, -^=aq-bp, 

dans lesquelles/?, ^, r sont les composantes rectangulaires de la vitesse de 
rotation, par rapport aux mobiles Ox', Ojr', Oz\ Cela étant, des condi- 
tions connues 

où a, /3, y sont des constantes, on tire immédiatement Icîs équations 
'^:^(V-|3)iV', Ç={a-y)c"a", ^^ = [fi - u)a"b", 
dont une première intégrale algébrique est donnée par l'égalité 

et une seconde intégrale par celle-ci : 

aa"--h^b"--h'/c"- = <i, 

$ étant une constante arbitraire. Ces quantités ce, (3, y, îi sont liées aux 
constantes A, B, C, h, l du Mémoire de Jacobi, par les relations 

l ^ l I y h 

elles sont donc du signe de /qui peut être positif ou négatif, comme repré- 
sentant le moment d'impulsion dans le plan invariable. Dans ces deux cas, 
|3 sera compris entre a et 7, puisqu'on suppose B compris entre A et C; 
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mais j'admettrai, pour fixer les idées, que /soit positif. On voit de plus que, 
e^ étant une moyenne entre a, l3, 7, peut être plus grand ou plus petit 
que j3 : la première hypothèse donne Bh^l^y et Jacobi suppose alors 
A > B > C; dans la seconde, on a BA < /^, avec A < B < C; ces condi- 
tions prendront, avec nos constantes, la forme suivante : 

I. a</3<î<y, 

"• a>/3>c?>y, 

et nous allons immédiatement en faire usage en recherchant les expressions 
des coefficients a'\ 1"^ d\ par des fonctions elliptiques du temps. 



XL 



J'observe, en premier lieu, qu'on obtient, si Ton exprime a"" et c" 
au moyen de }/\ les valeurs 

(.^ -- a) fl-2 = y _ J - (y _ ^) A"% (7 - a) c"» = (? - a - (/3 - a) 6"^ 
Posons maintenant 

7 — a 7 — p 7 — a 

puis 

-(^-a)(7-p)' 

il viendra plus simplement 

v* = I -u% w' = I -*»u^ 

Introduisons, en outre, la quantité w* = (cî'— a)(7 — /3); Téquation 
-j- =(« — 7)c"a" prend cette forme : — = /iVW, et l'on en conclut, 
en désignant par /g une constante arbitraire, 

U = ST}[n{t-to),k]j V = cn[/i{^ - ^o)»*]> W= dn[/i(^ — /o),*]. 

J'ajoute que les quantités ^^-^9 r^-g» -3^1 (î — «)(7 — P) sont toutes 

positives et que k^ est positif et moindre que Tunité, sous les conditions 
I et II. A l'égard du module il suffit en effet de remarquer que l'identité 

(î-a)(y-i3) = {7-«)(î-/3)-t-(^-«)(y-(J) 
H. 4 



( 26 ) 

donne 



(0 — a;,7— p) 



- » 



de sorte que A- et A'-, étant évidemment positifs, sont par cela même tous 
deux inférieurs à l'unité. Ce point établi, désignons par s, £', s' des facïeurs 
égaux à dz I ; en convenant de prendre dorénavant les racines carrées avec 
le signe -+-, nous pourrons écrire 

»"=V,^^- '''=V:^'^' ^■■='vF:"- 

et la substitution dans les équations 

'^ = (7 - /3) A"c", 'J^ = (a - V) c"a'\ '^ ^-. {fi - a)a"b'- 

donnera les conclusions suivantes. Admettons d'abord les conditions 1 : les 
trois différences y — j3, ce — y, ft — a seront négatives, et Ton trouvera 
? = — c'c", î' — — e'i, c" = — £s'; mais sous les conditions II, ces mêmes 
quantités étant positives, nous aurons £= s' s", s' = i"i, î' = et'; ainsi, en 
faisant, avec Jiïcobi, e :^ — i, £' = -+-1, on voit qu'd faudra prendre 
î" = 4- 1 dans le pninier cas et la valeur contraire £" = — i dans le se- 
cond. Cela posé, et en convenant toujours que les racines carrées soient 
positives, je dis qu'on peut déterminer un argument 00 par les deux con- 
ditions 



■" '^ = s/'', -Jr ^"'^=v/'^— J' 



d'où nous tirons 7-^ = i/ ~ — | ; ces quantités satisfont en effet à la rela- 
tion 

dn-w — A'cn^co = A-, 

comme on le vérifie aisément. Je remarque, en outre, que, cnco et dnw 
étant des fonctions paires, on peut encore à volonté disposer du signe 

de rj}. Or, ayant —^ = ~ , nous fixerons ce signe de manière que, sui- 
vant les conditions I ou II, — ^? qui est une fonction impaire, soit égal à 



/o — a , /o — y. 

4- 1/ OU a — 

V 7 — « 



i/ — — • Nous éviterons, en définissant la constante &) 
comme on vient de le faire, les doubles signes qui figurent dans les rela- 



(^7 ) 
tions de Jacobi; ainsi, à Tégard de o!*^ h", c'\ on aura, dans tous les cas, 
les formules suivantes, où je fais pour abréger // = n[t — /o) ' 

cnu en M fcnw 

Enfin il est facile de voir que a) = /D, }j étant réel; de la formule 
en(iu, k) = — - — Tjrj on conclut, en effet, cn(u, k) = y'r-zr ' ^^^1^"^ q"' 
est dans les deux cas non-seulement réelle, mais moindre que l'unité. 

XII. 

J'aborde maintenant la détermination des six coefficients a, b, 
C9 a'j b\ & en introduisant les quantités 

A = a -h in\ B = 6 -h /*', C = c -h ic\ 

et partant des relations suivantes : 

Aa"-^B6"-i-Cc"=o, 
iA-Bc"-hC6''=o, 

qu'il est facUe de démontrer. La première est une suite des égalités 

aa" -+- bb" -+- ce" = o, a! a" -+- b'b'' -h c'd' = o, 

et la seconde résulte de celles-ci : 

a = b'c" - db\ a' = b'c - d'b^ a" = bd - cb\ .... 

Qu'on prenne, en effet, les valeurs de a et a\ on en déduira 

a + ia' = (6' - îôjc" - ^{c' - ic\ 

ce qui revient bien à la relation énoncée. Cela posé, je fais usage des équa- 
tions de Poisson rappelées plus haut, et qui donnent 

D, A = Br - C9, D,B = Cp - Ar, D,C = Aç - B/i, 

puis, en remplaçant ^, g, r par olc£\ |36", 7c", 

D,A = Bc"7 - C6"p, D,B = Ca"a - Ac''7. D,C = A6"|3 - Ba'a. 



( ^8) 
Mettons maintenant clans la première 1rs expressions de h et C en A, 
qn'on tire de nos denx relations, à savoir 

n h — ir a ( -^ ih 

on obtiendra aisément 

D, A _ 7 — p^' ci"h"c" — i ; yc"^ -^ fi//'*' 
~A~ 

OU bien encore 











a • 


— I 






D,A 




a" 


D, 




ioLa"' 


, 


1 


A 






— I 




" 9 



rt, par un simple changement de lettres, on en (^onilut, sans nouveau 
calcul, 






C c - — 1 

(les formules seront plus simples si l'on fait 

A = ae'^^ B = be^'^S C =z ct''^'; 
car il vient ainsi 



a 






a"' — 


1 




D,h 




b' 


'D,b'-\-i 


P- 


h 


b 


h"7 


I 




n,( 




c" 


D,c''-j-/ 


7 


4V . 




i: 






V ' — 


i 





Cela étant, j'envisage la première, et pour un instant je pose a"^ — i =^ a-, 
ce qui donnera 



. a — 



a a* a a^ 

On en conclut ensuite, en différentiant, 

a \ a / a \ 'W '^ 

puis encore, par Télimination de -^^ 

D^l __ D^ _ y. — 0)' 
a a 11' ' 



( 29) 
mais, comme conséquence de l'équation différentielle, 

on a la suivante : 



» ' _ • 



qui peut s écrire 

= ^ (c? ^ a)2 _ (5 _ a)(|3 H. y _ 2a)(, ^ jj2) _ (^ _ Y)(y _ a)(û^-^ û*). 
Or on en tire, en diflerenliant et divisant ensuite les deux membres par 



d; a (i - 



,>,ï 



= _[($« a)(|3 -+- 7 - 2a) H- (/3 - a)(7 - a)] - 2((3 - a)(7 - a) o*^ 
Nous avons donc, après avoir remplacé a^ par rz'"^ — i , 

— = (i3-a)(7- «)-(«- a)(7-«)-3(/3-«)(7- «)«••; 

■ 

c*est le résultat que j'avais en vue d'obtenir. 



XIII. 

Deux voies s'ouvrent maintenant pour parvenir aux expressions 
de A, B, C; voici d'abord la plus élémentaire. Revenant aux formules 

je remplace a", 6'', c" par les valeurs obtenues au § Xf, page 27 : 

„ cïïu *„ dnwsnu „ snwdnif 

a = » O = > C = — : j 

en» en» icnu 

et, au moyen des relations relatives à l'addition des arguments, j'obtiens 



( 3o ) 

ces rébullats r 

n"b" — il" sn« cnz/ (Inw -h snw en w cln« cnf// — w^ 
«"' — I sn^f/ — sn^w sn î w — w ^ 

fl'V-h /7>^ sn K en w (1 n w -f- sn w en M dn « i 

a' ' — I i[ sn'-* u — sn' w ) / sn i w — w j 

de sorte que nous pouvons écrire 



sn ^ w — 0) ) / sn [ /i — «â) ) 

Cela pohé, j'envisage l'expression 

p,a _ a'^^ùta"-]- iio^ — o] _ (y - 3 ^ fl"^V^-4- /( g ^ <? 

et je fius 1(» même calcul, après avoir remplacé y — ^'S et a — (? par les 

valeurs suivantes : 

^ . f'nw ^, . sno) (In w 

7 — p z:^ /w , — » a — =^ ZA2 5 

' * biiw dnw enu 

qu'on tire facilement des équations posées page i6 : 



/y " ^ j il ~ ^- . /o — a 



a 
en Oj r^ ' 



et de // — vV^ ~~ ^) (7 ~ Pj- L'expression à laquelle nous parvenons ainsi, 

I)/a sn // en u dn 11 -h sn w en w dn w 

— "W , . , 

a sn-a — sn*w 

nous offre une fonclion doublement périodique, dont les périodes 
>ont tiK, a/R', et qui a deux pôles, a/ = o), u — zK'. Les résidus corres- 
pondant k ces pôles étant -h i et — i, la décomposition en éléments simples 
donne immédiatement 

sn H en w dn « -h sn w en w d n w H' f u — o) ©' ( w ) 

sn ' « — sn' &j u ( // — 0) ( u \ ' 

et la constante se détermine en faisant, par exemple, « = o; on obtient 
de cette manière : 

., H'(oi) cneodob) __ 0'(o*) 

H(&j) snw 0(w) 



(3i ) 
Nous pouvons donc écrire, après avoir pris pour variable u == n[t — /q), 

D,a H'fa — w) e'(«) 0'(w) 

■ .li- ^^~' m m II ■ «^_^_ I I — — — - S 

a m«— w) 0(tt) 0(w) 

et» si Ton désigne par Ne'^ une nouvelle constante à laquelle nous donnons 
cette forme, parce qu'elle doit être, en général, supposée imaginaire, on 
aura 

ar=Ne"'— ^ — ie^(«) . 

De cette formule résulte ensuite 






A=:Ne^ ' " "^^--r^ eL 



ou plus simplement, en mettant v — a^o ^ti lieu de v, 

A = Ne*^ ^ , ' e » 

e(«) 

et l'on en conclut immédiatement 



\ 



sn(tt — «) ' ®(«) 



C = T 






I sn ( a — M j ^ ' ® { " ) 

Des deux indéterminées N et y qui figurent dans ces expressions, la dernière 
seule subsistera comme quantité arbitraire; N, qui est réel et positif, se dé- 
termine comme nous allons le montrer. 



XIV. 



Je fais à cet effet, pour plus de simplicité, dans les expressions pré- 
cédentes, 

/a e'fw^ .. 
n e(w) 

en observant que cette quantité X est réelle, car on a oo = /u, ainsi que 



( 32 ) 

lions Tavons fait voir (p. 27). Cela étant, nous pouvons écrire 

A = V A. ^ sn (m — co) , 

— // — r,)^ e'i "'"-^ '^ 

B = v^N eu [il — ot)), 

C = v^N^^ ^- — — , 

et je remarque loul d'aborrl que ces formules permettent de vérifier facile- 
nuMjt les conditions anx(juelles doivent satisfaire les neuf coefficients 
a, /;, c, En premier lieu, nous en déduisons : 

A a" -h BZ> '-f- Cc'= \ k N - " ^'^ ''-'-- [ - en u su (u - o)) 

^ cnw0 // '- 

H- dn oj sn^^ cn(// — o) — suc*) dnz/]. 
Or on a 

cuu sn ^n — ojj — dncj sn// cn(/^ — o) -1- snoj dn/^ == o, 

cette équation étant l'une des relations fondamentales pour l'addition îles 
arguments [Jacohi, Œuvres cotnj)!ètcs,t, II, p. 171, équation (16)], et nous 
obtenons ain^i : 

aa -r~ bb" -+- ce" -^ o, n'a" -f- b'b" -4- ce" = o. , 

Je remarque ensuite que la somme des carrés A^ -+- B- -f- C* s'évanouit 
comme contenant en facteur sxr^n — o;) h- cn-(w — oj) -- i, et nous en 
concluons 

cr -h b'-h c- = a- h- //- 4- c'\ an' 4- bb' -h ce' = o. 

n Avant d'ailleius 

r^''- -4- /^ ^ H- c"- = -f- — 1 

\ciiwy \ ciiw / \ cnw / 

I — sn'« d — ^'sn'w)sn-/* 11 — /-^sn'//^ sn'w 

» T 



cn'oj rn'w cn'o) 



les six relations que nous avons en vue seront complètement vérifiées dès 
que N sera déterminé de manièi^e à obtenir a^ -{-/>- -f- t- = i (* ). Formons 



[ ' ) Les équations 
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pour cela les carrés des modules de A, B, C; en reniarquaut que, par 

le changement de i en — /, w se change en — w, on trouve îmmocliale- 1 

ment * 

a* -f- a" = AN' -^ -l--) ^ snfw -4- wjsn (^ — «), 

1,2 _^. i^2 ^ ^.j^2 ^'^^^ilii^ cn(a + w)cn(a -- 0)), 

dont la première a été employée précédemment, page 2<j, et qui contiennent les suivantes : 

a =z b'c^^-e'b'^ b = c'a'' - aV, r = a'^"— ^'/ï"; 

se vérifient aussi de la manière la plus facile. Les relations auxquelles elles conduisent, à 

savoir : 

cnw = cnKcn(// — w) -f- dna>sniisn [u — «\ 

en II = cn»cn[/i — «) — dnrosn ii sn {« — m), 

dn»>sn II = cnusn (u — 6>) + snudnii en [ii — u), 

figurent, en effet, dans le tableau donné par Jacobi sous les n*"* 9, 10 et 11. Formons enfin 
les trois produits 

(^ _ /i,') (c^- /c'), (c — fV) (fl -4- in'), [n - ia') [0 -+- i^'), 
nous trouverons 

(o — i6' <r -f- ic ) = —- ! - — ■ • /, 

(. - m ) (6 H- 1^ ) = «>jin") ' 

or les relations élémentaires 

e (o) H,(o) B,(ii -h«) e(ii — wî = B (w) e/w) H («) ^,[u] — H,(«)0;«)e(«) B,(ii), 
e,;o) B,(o) e (a -♦- «) B (a — w' -- B^w) e («) B,(ii) e,(«) — B,(«) e,(w) e(ii) B («;, 
e(o)B,(o)B (ii-f w)B,(ii — w) = e^«)e,;o>)B(ii)B,(tt) -f- B (M)B,(w;e(//) ex[u] 

conduisent facilement à ces égalités 

[b - ib' ] [c -h ic' ) = - ^ V -f- ia\ 
\c - /V) [a 4- iVî' ) = — c^a^^ ib\ 
[a - ta' ] [b H- lér') = - a^b" 4- iV'i 

d'où Ton tire ce nouveau système de conditions : 

hc -h b'e -f- fc" rz: o, bc' - C^' := a\ 

ca -r c'ii' -f- c^a" = 0, caf — ae ^ b\ 
ab-^a'b^-\-a"b"z=io, ab'-ba'=c\ 



H. 



5 
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iVoù^ en njoulant membre à membre, 



^ ^ ! 



2 ~ kW • . . \snin -+- o)'i snf^^ — o^j H- cn(// + w) ciii/^ — C3 -h i . 

Or les formules élémentaires 

sn (^^ -I- 0) sn f // — w == -^ — 7- 1 



en (/^ + o)j en (// — ot)) = — 1 H 7, - - 



donnent 

snf^^-h a))snff^ — co) + eu u -h (ji)cnia — o)) ^- 1 ~ -- .. - — 

on a d'ailleurs 

0^ o O « -f- 0)^ // — oj 



nous obtenons donc 



-sn"//S!i'o>; 

0* /^, 0' wj 



, T^T^, 0^ r.) rn-r,) 



0*,O, 

et par conséquent, après une réduction facile, 



0, O; 



11 1 0) 

On en conclut les résultats de Jacobi, que nous gardons sous \\\ fornu* 
suivante : 

rt -h /a — - - , 

n, w w 

, .,, 001 H.i'r^ — OJ r'v'"^ ' 

Z^ -I- ///— ,,- , 

11, iw // 
. , 11,(0 H — O) r'^'"-^' 

c -\- ic' — - .., . - 5 

/ H , i 0) i ^ // 1 

et il ne nous reste plus qu'à y joindre les expressions dt's viîe5ses de rota- 
tion autour des axes fixes Ox, Oj\, Oz. 

Ces quantité.^, que je désignerai par k\ v\ v"j ont pour valeurs 

i» — (ip -f- J)(i -+- ct\ 

i»' = a' p ~'r b'(i -h (/r, 
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OU encore, en remplaçant p^ 7, r par aa'\ ^b", yf", 

i' = an"u -h bl/'^ -f- r6"7, 

Cela posé, soit v -h iV = V, nous pouvons écrire 

V = Aa"a4-Bi"/3 + Cc"7, 

et, si nous employons de nouveau les égalités 

a — I ' a ' — I 

on obtiendra la formule 

fl"* — I 

Or, au moyen des relations 

d — (x = — in , y^B^=in 



et des valeurs de a'\ b*\ d\ il vient 

1 i — -—^ — ï-i = — 1/4 : = — in — ; ,- \ 

a"^ — 1 %ïi*u — SD-w sn (tt — w) 

Pexpression précédente de A nous donne donc immédiatement 

-, . H'(o)e,(« — .o)^\^-^-) 

V = — m — ^— ^ — ^— • 

H.(a))e(ir) 

Voici maintenant la seconde méthode que j*ai annoncée pour parvenir 
à la détermination des quantités A, B, C. 



XV. 



Je reprends Téqualion différentielle du second ordre, obtenue 
au § XII, p. ag, à savoir : 

D^^a = [f/3 — a; {7 — c?) — (5 — a)f7 — a) — 2i^ — a (7 — aa^'^Ja, 



( :iG ) 

et j'y joins les deux suivantes, qui sen tirent par un changement de lettres : 

D,^b =. [(7 - /3)(a - 5) - (c? - ^) ce ^ f^) -- 2(7 ~ fr (a - ^.)b-']h, 

Drc = [(a - 7;(/3 - ô) - (ô - 7) (^ - 7) - î2(a -- 7)75 - 7) c"^]c. 

Cela posé, au moyen des expressions de a"j b'\ c'\ en lonclion de w, et de 
ces formules qu*on établit sans peine, 

a — p 1= zw — 5 R — (S =^ in ; — ^ 

^ . sneodnca ^ . cnw 

a — == /// î 7 — p — ZA2 - , 1 

. cnwdnco ^ . (Inoj 

7 — a =^ in » 7 — — z/z — » 

nous obtenons, par un calcul facile, 

(|S ^ a) (y _ $) _ f .7 _ .^) (y - a) _ 2 ;^? - a)(7 - u)a'"' 

= w' [^-lA^ sirz^ — I — /i^ -I- A'-sn-oj], 

(7-i3j>.-5)-.;(?-rî)(«-ri.-2v-r3:.(a-,s z.-» 

L dn'wj 

(« - v: d'î - 0') - ('î - y) (r> - 7) - 2(« - v) r^ - V- ^"^ 

Prenant donc pour variable indépendante 11 au lien de i, on aura 

D,7a = [2A-sn^z/ — i — A^ -H A- sn^w]a, 

D,?b = fsA- sn'z/ - I ^ A'-' -\- k- '^:^]b, 

D,?c = f2A-sn=z/ - i-A-4- --le; 

et nous nous trouvons, par conséquent, amenés à trois des quatre formes 
canoniques de Féquation de Lamé, qui ont été considérées a!i § VI, p. i4. 
La solution générale de ces équations nous donne donc, en désignant les 
constantes arbitraires par P, Q, R, P', Q', R', 

e_^(w) _ ?!^ 

a = r — ^^- -f- r 



wj ^Uj 



u u 



K _ O- ^" ~ "^ '*"' ''' ■ ^' ".''''-+-'"''■' '^'■■'^' 



e w, ^ fc> //, 

HV'.^j __ "' ^^' 

^,, _ ^\ ^"^<-" " [u 4- 0)^ r " ''^ " 

C =: R 4- R ,, » 
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et Ton en conclut, si Ton écrit, pour plus de simplicité, P» Q, R, ... au 
lieu de Pe'*'., q&\ Rc^^, ..., 

e(ii) e(i/) ' 



B=:Q "'" , e' 

^ e(«) ^ e;«) 

C = R ^ ( " - ^) e^ " "^ **^~) J " 4- R' J?LiîL±iîl Ji « **("^ J " 

©(«) e(«) 

La détermination des six constantes qui entrent dans ces expressions se fait 
très-facilement, comme on va le voir. 

Je remarque, en premier lieu, que nous pouvons poser 

ift ^ ®'W ^'1 u. ®>] = '^ -4- 51M _ ,.5^ 
a "*" e{«) "" // '^ e,(«) a "^ H(w) "~ ' 

X désignant la quantité déjà considérée au § XIV, p. 3i. On a, en effet 

cn(k»(lnitt 



"Si^ — ^-^ = ^tù log sn Cl) == 

H(w) 6^6») w b 



511 U 



et les égalités précédentes sont vérifiées au moyen des relations 

a— p =^ m — , f 7 — a = /// • 

* clou ' MlW 

que nous avons données plus haut. Une conséquence importante découle 
de là: c'est qu'en changeant u en u-h^Ky les fonctions — -^/-r — » 

.- — > ft~\ — ^^ reproduisent multipliées par le même facteur 
e^^^^j tandis que les quantités 

__^ ' g - ' _______ g « ' g 

e^tt) fd[u) &[u) 

^r , . n 4l(--aK^ «,Yi?_;K^ kifl^xh) . „ 

sont affectées des facteurs 6 \" /, e V" /, e \" /, essentiel le - 

B C 

ment inégaux. Or on a obtenu, pour les quotients -1 -» des fonctions 
doublement périodiques, ne changeant point quand on met u -h ^K au 
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lieu de //; il faut Jonc que les factems qui multiplient A, B, C, lorsqu'on 
remplac e u par // H- /jK, soient les inèines, ce qui exige qu'on fasse P'= o, 
Q'=o, R'— o. Ce point établi, j'écris, en njodifiant convenablement la 
forme des constantes P, Q, R, 

A rrr F — SU // — fj) , 



'-'>;. 



C =^ R - - - ; 

et j'emploie la condition Art" -f- B/;" -i- Clc" = o, qui conduit à l'égalité 

— Pcnwsi^fw — h)\ -+- Ochi w snucn^/z — oj' — /Rsii^ij dru/ = o. 
Or, en faisant r? = o et /^ ~ oj, on en déduit 

Pr^^Q ^. /R; 

de sorte qu'on [)eut poser 

P = \l^é\ Q -- \ A Ne", R == 



V / Nr" 

— ? 



ce (|ui nous donne les expressions de A, B, (1 oblcnurs au §XI\\ p. 3i. 
Le calcul s'acbèvedonc en déterminant, amsi c[u'on l'a lait plus haut, la v.i- 
leur du facteur N. 

XVI. 

Les formules que nous venons d'établir ont été le sujet des tnivaux de 
plusieurs géomètres; jNL Somoff en a donné une» démoîistiation dans un 
Mémoire du Journal de Crelle (' ), peudifférente de celle de Jacobi, et qui 
repose aussi sur Temploi des trois angles d'Euler. JL Brill, dans un excellent 
travail intilidé: Siil problema délia îotazione dei corpi [Annali di Malematica, 
série II, t. 111, p. 33), a employé le pren)ier les écpuiiious différentielles 
de Poisson et les quantités a -f- ia, b -h ///, c -i- ic dont j'ai fait usage, 
mais son analyse est entièrement différenii» de la mienne. C'est à un autre 
pomt de vue que s'est placé M. Cbelini [') en décluisant pour la première 

; ') Dêmonstratinn des formules de M. Jacobi rrldtivcs h in théorie de la roitition d'un 
corps solide j t. -l'I^ p. C)5. 

' ) Deterininazione analitica délia rotazione rlci corj)i liheri secundo i concetti del si^uor 
PoifiKot Memoric delT Jccademia délie Scie nze delT Isfifu.'n di /jologna, vol. X). 
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fois les conséquences analytiques de la belle théorie de Poinsof, que son 
auteur ni personne n'avait encore données d'une manière aussi appro- 
fondie. Je mentionnerai enfin deux récents Mémoires de M. Siacci, profes- 
seur à l'Université de Turin, et dont l'auteur a bien voulu, dans la lettre 
suivante, m'indiquerles points les plus essentiels : 

« Turin y i^ décembre 1877. 

» Poinsot, à la fin de son Mémoire sur la rotation des corpSy démontre que 
la section diamétrale de l'ellipsoïde central, déterminée par le plan paral- 
lèle au couple d'impulsion, a son aire constante. Ce théorème a été le point 
de départ d'un Mémoire (M dont les résultats se rattachent à la théorie des 
fonctions elliptiques aussi bien qu'à la théorie de la rotation. Je me suis 
d'abord proposé le problème de déterminer le mouvement des axes de cette 
section : pour abréger, je l'appellerai section invariable, et son plan, plan 
invariable. Une première solution du problème est suggérée par Thomo- 
thétie de la section invariable avec l'indicatrice de Dupin , relative à 
l'extrémité de l'axe instantané (pôle). La rotation d'un système de trois 
axes rectangulaires, dont les premiers coïncident avec les axes de la sec- 
tion, n'est que la résultante de deux rotations, l'une due au mouvement 
du pôle sur la poloïde, lautre due au mouvement de l'ellipsoïde. Soient, 
sur ces axes, ?«, P2, P3 les composantes de la première vitesse angulaire; 
/;ii, rrizj //t, celles de la seconde. La résultante se composera de P| + m|, 
Ps + fns, Ps + ^3; et, comme le pôle reste sur un plan, on aura 

(i) P| -f- //i, = 0, P2 -h ni2 = 0, Pj -f- m, = d^ \dt^ 

^ étant la longitude d'un des axes de la section. Soient \/a|, yja^^ \fâ^ les 
demi-axes de l'ellipsoïde (le troisième est celui qui ne se couche jamais sur 
le plan invariable); jc,, X2, oc^ les coordonnées du pôle; X,, X2, X, (X, = o, 
Xf, X2 sont les demi-axes carrés de la section) les racines de l'équation 

j.» x^ x^ 

(X)^^ — '-T H ^ H H^ — I = O. On aura 



W 



'' ~ ^Xr — X,)(X,. — X,f) ' *■ "" X, — x,# \ /»; ml) 



(r, j, s' étant trois nombres de la série i , 2, 3). Comme X< X2 = const. = c', on 
a m, = const. C'est, en effet, la distance du centre O au plan fixe de contact ; 



( ■ ] Mcmorie délia Societh italiana délie Scienze^ série III, t. III. 
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(le inéine ///,, m. sont les distances de O des plans tangents aux surfaces (7,) 
el (Xo). Au moyen de ces valeurs, les équations (1), qui reviennent en sub- 
stiinceaux équations d'Euler, donnent t et ^ en fonction de j: = X, -h /o- 
En posant t = nu [n expression counue), on obtient 

- N . " /V/Io^Sn/T «'/l0!»Sn/T\ , in-»/ «s rr / -1 

^2) ^ = =^;(- :,, - + — ^^^— jdz-[n(//,/c7) + n(^/,/T,], 

et Ton prendra le signe supérieur ou inférieur, suivant que m:^ > ou <^ r/o. 

Le module est k = 1/ — -. ? et (7 et t sont auisi donnes : 

y fl, «. — Û3 t" — (i^fizj 



.F .7_ /--o 



T^l -^_ _---:) (7= - : ; -., COS ^— -^t/-^ 



» 



F étant un angle aigu négatif ou positif, suivant que ml ^a., et G un angle 
positif, qui sera <C ou > {z, suivant que la zone entourée par la po- 
loïde comprendra deux cimbilics ou aucun : c'est, en effet, ce qui revient 
aux cas de G ^^7: ou de cr^^ R'. La doid)le expression 



Hic) V't) ^ " 4- / T e 1 « / T ^ Zp 11 ( / T ) V : W -h / (7 ^ « / (7 ) 

donne X, et /^ L'étude de l'expression (!^)) démontre que le mouvement 
moyen des demi-axes de la section est donné par le terme multiplié par n^ 
et l'inégalité par Tautre, lorsque g << R'; lorsque g > R', le mouvement 
moyen et riuégalité sont donnés par les mêmes termes en y changeant g 
en G — aR'; et l'on trouve que, dans le second cas, le mouvement moyeu 

coïncide avec celui des projections des demi-axes V^i et v'^a^ ^^ dans le 

premier avec celui des projections de \la^ et de l'axe instantané. 

» On peut tirer '^ de l'expression de la longitude [y.) d'une droite quel- 
conque OR, dont l'extrémité a c,, ^2-, ?3 pour coordonnées. Je trouve ainsi 



6 -h arctani' H — H — ■ : - H ^ H ,- 



=(^), 



el je donne aussi l'expression développée de (a). Comme £,, So, ^3 sont 
fonctions arbitraires de w, on voit l'infinité déformes qu'on peut donner 
à l'expression {1) de ^. 



(4i ) 

« 

En faisant coïncider OR avec v/a,, y^a, V^s ^^ ^^'^c Taxe instantané, 
on obtient leurs longitudes fx«t jXa, fX), |x et l'on a 
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+ = fV - arc tang - ^-33;- = fx - arc tang -. 



Ces quatre expressions de ^ contiennent les principaux théorèmes 
sur la transformation et sur l'addition des paramètres des intégrales ellip- 
tiques de troisième espèce, mais sous une forme nouvelle^ à cause des 
termes circulaires. 

Le mouvement des projections des axes du corps et de l'aie instantané 
a été déterminé par Jacobi : leurs inégalités sont données au moyen 
d'une constante a, qui se trouve liée avec nos quantités par l'équation 
(7 + T = an; mais aux expressions des mouvements moyens concourent les 
moments d'inertie du corps. Au moyen des quantités a et r, elles acquièrent, 
comme on a vu, une forme plus homogène. Si nous posons cr — t = 2b, 
les constantes du problème ^i, ^229 ^39 ^^s se transforment en a, 6, c, A*. 
Ainsi l'on a 



e 



sn ia ània en ib 
%nib dn ib en m 
en' Il 
en' 16 



c 



SJi ib en iadnia e 



sn in en ib dn ib a^ sn ib en ib dn ia 

" %nia en ia dn ib 

a, en' 10 



x: dn* ib , 
«3 cn^i6 ' 



en changeant xji : a^ en m^x^ : a^, on change b en a. 

J'ajouterai aux résultats de mon Mémoire les cosinus de direction des 
axes de la section invariable par rapport à l'axe instantané et aux axes du 
corps; ils sont : 



m, 



Y dn (a -4- ia) — X dn (ic — ia) 



^mj-f- m J a ^XY dn [u -h ia) dn (u — ia) 



21 ^XY dn [U -+- ia) du [u — ta) 
Ydn(i«-4-iVï) -hXdn(« — in) 



m 



I J?i Ysnftf -^ia) -4-X8n [u — /«) 

«•— ^ "" 2cn/Vî^XYZ 

W| jTt Ycn(ii -f- ifl) -»-Xen(i« — ia] 

^»--^' aen/a^XYZ 

w.J?i _ Y— X 

a,— X. "" 



m,x, 


«•— X, 


IWt Jj 


«.— X, 


mjx. 



2icnri7^XYZ 



«1— X, 



iy. 



Ysn(« -f- /fll — X8n(« — ia) 

nicnia^XYZ 

Yen(ii -h ia) — Xe«(tf — ia) 
^icnia\JXYZ 

Y 4>X 
V/XYZ* 

6 



2 en /a 
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OÙ 

X'-= I — A- su'ib sn'[U -r ia], Y- ^ i — P su- tb sir (m — ia\, 

Z/ •> *> • _ •■> 



// ? sn /T sn /T 

\'c ysn^/T — sn^/(7 



Les doubles signes se rapportent aux cas de m\\a2j diS^c la convention 
que, suivant que a-h b^^ ou <"R',X, Y, ou bien X sn(w — zVz , Ysn(w -i- ia) 
imaginaires conjugués, aient leur partie réelle positive. On lire ces expres- 
sions de (4). La substitution directe des valeurs a:^, Xo, jc'.^ ; m,, m^'^ Xm ^2 
donne des expressions assez simples, mais tout à fait différentes, et leur 
comparaison donne lieu à des formules remarquables. 

Les résultats dont on vient de voir l'indication succincte sont les pre- 
n)iers qui aient été ajoutés aux tnivaux de Jacobi dans la théorie de la 
rotation; mais je dois signaler encore, en raison de l'intérêt que j'y attache, 
un point non mentionné dans le résumé précédent. Remplaçons, dans le 
plan invariable, les axes fixes Ox\ 0/ par deux autres également rectan- 
gulaires, mais mobiles, Ox^, Oj,, dont le preniier soit constamment pa- 
rallèle à la direction du rayon vecleur de Terpoloide; M. Chelini a intro- 
duit, en suivant la méthode de Poinsot, les angles des axes d'inertie avec 
les droites Ox,, Oj'^, Oz, et donné ce système de formules, où v désigne 
le rayon vecteur de rerpoloïde : 

f , a — a f ,. ', — p b c . ,^ „ 






cos(x, z) = ' j cos[jiZ') = 5 cosi^z,z ; = c 



n 



C'est le passage des neuf cosinus de M. Chelini à ceux de Jacohi, qu'il était 
important d'effectuer pour compléter la déduction analytique de la théorie 
de Poinsot, alors même que, par cette voie, on ne dût peut-être pas y ar- 
river de la manière la plus rapide. Je renverrai, sur ce point essentiel, aux 
beaux Mémoires de M. Siacci , en me bornant à remarquer les relations 
suivantes, dans lesquelles V| = i' — w' : 

cos(a7, x'j -+- /cos( y^x' ; ~ -AV», 

cosfo*, c'; 4- /cos j-^ z'j — -CV,, 
et j'y ajouterai quelques formules relatives à l'erpoloîde. 
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XVII. 

Si Ton met, au lieu de Ç, vji Ç, dans les équations du § X, p. ^3, les 
quantités suivantes : 

où p^ f , r sont les composantes de la vitesse et p une indéterminée, on aura, 
pour déterminer la position de Taxe instantané de rotation par rapport 
aux axes fixes, les formules 

jc = [ap -\- bq '\- cr)p = s^p^ 
j = [a'p -+- h'q -f- c'r)çj = v'p, 

dont la dernière est simplement z = $p. Or, Terpoloïde étant la trace de cet 
axe mobile sur le plan tangent à l'eilipsoide central, z = $, on voit qu'il 
suffit de faire p = i pour obtenir les coordonnées de cette courbe, expri- 
mées en fonction du temps, ou de la variable u. Nous avons ainsi a: = Vf 
jr = i/; mais ce sont plutôt les quantités j: -h i/ et x — ijr qu'il convient 
de considérer, et je poserai en conséquence 

ce qui permettra d'employer les conditions caractéristiques 

<I> (tt -h 2K) = fjiO (tt), <1> (« -h 2/K') = - p:<b (tt), 






où j'ai fait 






Elles montrent, en effet, que les produits *(//;0, (a), D„*(tt)D„*,(tt),el en 
général D^O(M)D;$|(tt), quels que soient m et n, sont des fonctions dou- 
blement périodiques, ayant 2K et 21K' pour périodes. En particulier, 
nous envisagerons l'expression D«0(a)D„î>,(a) = x'^ -+-y, puis les 
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coefficienls de / dans les suivantes : 






D,/I)(w) <I>,(w) = xx' -4- jry H- i[xy* — yx' 
D;/P(^OD„(I>,(«) = x'x"-4- jy'-t- /(•^•'r"— j'^"j, 

ces fonctions doublement périodiques donnant, par les formules connues, 
les éléments de Tare, du secteur et le rayon de courbure. J'emploierai, 
pour les obtenir, la formide de décomposition en éléments simples, 
rappelée au commencement de ce travail (§ I, p. 5), et dont l'applica- 
tion sera facile, ^[u) et4>,(w) ayant pour pôle unique w — /R'. N'ayant 

ainsi à considérer qu'un seul élément simple, — ^ il suf6t d'avoir les 

développements suivant les puissances croissantes de s de $(«K'-hc) et 
$i(/K'-f- s); ils s'obtiennent comme on va voir. 

Je remarque d'abord que, au moyen de la fonction 9,(x, w^, définie 
au § III, p. 8, on peut écrire 



i du I r> ri 



C et C| désignant des constantes. C'est ce que l'on voit en joignant aux 
relations précédemment employées, 

lX = --h =: -^ 4- '-:==- -^ TT ' 

la suivante : 

A = - 4- --^ — -, 
ri 0| I w j 

qui résulte de la condition a — c? = in — - — ' (§ XV, p. 36), en la met- 
tant sous la forme 

fa iâ ^ , H'iwl e' w; 
= Dtoloffcnw = .V — • 

Cela posé, l'équation /ç, (w, w) = ^i w, w -h K -h /R') montre qu'on a le 
développement de fi (/R'-h £, w) en changeant simplement w en w -h K-h /K' 
dans la formule de la page i3 : 

yfiR'-^ £, w) = --liÎ6 - Ifi^e^ _^i),ê3 _^ , 

et il vient ainsi, en nous bornant aux seuls termes nécessaires, 



cirw 



Désignons par S^, pour abréger, la série du second membre, et par S 
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ce qu'elle devient lorsqu'on change i en — î, c'esl-à-dire o) en — u ; puis- 
qu'on a ot) = lu, on aura les expressions 

$(iK'-h fi) = RSe « , *i(iK'-h 6) = R,S,e""^, 

où R et Rf sont deux nouvelles constantes, dont la signification se montre 
d'elle-même. Il est clair, en effet, que ces quantités sont les résidus des 
fonctions ^{u) et$i(ii] pour ii = iK', de sorte qu'on trouve immédiate- 
ment les valeurs 

R = — ne^»^ , R, =:-h7ie ^^ 

et par suite la relation RR| = ^ n'. Voici maintenant les applications de 
nos formules. 



XVIII. 



Je pars des équations suivantes : 

De<l>(iK'-h 6)DeO|(iK'H- e) = - /i* (s'H- ^S\ fe - '^*S,), 

De4)(iK'-h 6)*i (iK'-+- 6) = - n^ (s' H- '^ s)s,, 

D!$(iK'-4- e)D,*,(iK'+ 6) = - /i» (s'-h ^S'- ^s) (s, - ^S,), 

et je me borne à la partie principale des développements en faisant, dans 

les deux dernières, abstraction des termes réels; le calcul donne pour 

résultats 

P /!• n9 Q 






si Ton écrit, pour abréger, 

P = — r- + —^^-5 -4- (J% 

cn*w 3 ' 

Q= ^-i 1 ; htf/i'faA;* — i) -h cr. 

Remplaçant donc -, et i par — D.-, — gDÎ^» on obtiendra, en désignant 



( 46 ) 

par C, C, C" des constaules, 



^ " 0^a) 6 " e[aj 

O 0'lH^ 

^ -^ /2 " i M ) 

Employons enfin la relation D„-] -- — — — A-* sn^w, et nous parviendrons, 
en modifiant convenablement les constantes, aux expressions suivantes : 

.r;; ' — yx' -~ C — ânk' sn^i/, 
xr"— rx"= c - 5Psn-i/. 

Pour déterminer C, C, C, je supposerai ?^ = o; il suffira ainsi de con- 
naître les valeurs des fonctions *(«), ^i(«) et de leurs premières dérivées 
quand on pose w = o; or on obtient, par un calcul facile dont je me 
borne à donner le résultat, 

r'-'^* (//) = — m h Pj u -f- 1 r- ^ • • • ^ 

cnw ' cnw //cn&idnoj 2 

r' *,(^^. = -h //2 h/3 i^— ^ / h...; 

^ cnw * cnw /icnwdnw i 

on en conclut 

P ^o dn'w ^ dn^w „ ^ «'/mmi'w -4- p^dn'*) 

* cn-'w * cn-'w * 71 cn'w 

Soit donc S l'aire d'un secteur, s la longueur de l'arc et R le rayon de cour- 
bure de l'erpoloïde, nous aurons 

D„S = nf/3'i^ -c?A=sn^'/), 

* cn^w \ cn'w/ 



R ^ 



wcn-o) P' h /ï' — (î^ ) /.'sn'// — /7'X*sn*/< 

' (Ml ro \ (Ml^r,)^ / 



• (i /^'/^cn^w -i- p-df 'w^ — QAU'n^wsn-'// 

Ces formules donnent lieu à quelques remarques. 
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J'observerai, en premier lieu, qu'on tire de la première» en comptant 
Taire à partir de t = t^ on u = o^ 

S—np — — u— nâlzru— — 7-f 

~ CD»« LK ô(«) J 

= nulB—- ^ît) -^- «0^7-75 

\~ cn'« K/ ©(«) 

il en résulte que, u devenant u -h ^K, le secteur s'accroît de la quantité 
constante 

a„fâ^K-djV 

\^ en'» / 

OU, sous une autre forme, 



V/firs[(7-«)l3K-(7-|3)dJ]. 



P 

Je démontrerai ensuite que le trinôme en snu qui se présente dans l'élé- 
ment de l'arc, et dont les racines sont réelles et de signes contraires, a sa 

racine positive comprise entre i et j* En faisant, en effet, suk = i, puis 
snu = j9 nous trouvons pour résultats les quantités 

(7~P)(^-a)' y-p ' 

dont la première est positive et la seconde négative. On verra sans peine 
aussi quen introduisant dnciau lieu de snu, il prend la forme suivante, 
qui est assez simple : 

tiï^Jl - fy(a + p - aï) - ap] dn»w -. (y - /3) (c? - a)dn*tt. 

I r 

Enfin, et en dernier lieu, je remarquerai que les constantes qui entrent 
dans le dénominateur du rayon de courbure peuvent s'écrire ainsi : 

Q= -4cï'-H4(a-f-|3-h y)d^-" 3(ap + «7 -h PyjJ-h aa/Sy; 

P(/i'A'cn^ft) H- p'dn'fti) _ P (7 — ^) ( P» H- p7 — ay) , 
cn'w 7 — p ' 

mais, malgré cette simplification, il parait difficile de déduire de la formule 
qui détermine les points stationnaires, 

les conditions sous lesquelles ces points seront réels ou imaginaires, et je 
ne m'y arrêterai pas. 
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XIX. 



Après Terpoloïde, je considère encore la courbe sphérique décrite 
par un point déterminé du corps pendant la rotation, et dont les 
équations sont 

7 = a'^ -h //-/j H- c'Ç, 

Je remarquerai tout d'abord que les éléments géométriques, qui conser- 
vent la même valeur quand on passe d'un système de coordonnées rectan- 
gulaires à un autre quelconque, seront des fonctions doublement pério- 
diques du temps. Si l'on pose, en effet, 

D;'j = rt'2, -4- //•/;„ -l-6*'Ç., 
D;z ^ a"S„ -^ b\., 4- c"Ç,, 

les équations de Poisson donnent facilement 

et ces relations permettent d'exprimer de proche en proche, pour toute 
valeur de w, les quantités 2^, yj,,, Çn par des fonctions rationnelles et en- 
tières de a'\ b'\ c". On trouvera, en particulier, 

et, par conséquent, en désignant par s l'arc de la courbe, nous aurons la 
formule 

On obtient ensuite, pour le rayon de courbure R et le rayon de torsion R,, 
les expressions suivantes : 
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OÙ j'ai fait, pour abréger, 

Çi Ça §3 
A = rit Yji yjj 

Si S2 Çj 

Cest à l'élément de Tare que je m'arrêterai un moment, afin de tirer 
quelques conséquences de la forme analytique remarquable que présente 
la quantité ?î -H >?? -H ÇJ. Nous avons, en effet, la relation 

?li -H riri, H- ÇÇ, = o, 
qui donne facilement 



et, par suite, cette décomposition en facteurs imaginaires conjugués, où 
j*écris, pour abréger, p* = §^ ^- >?* -h Ç*, 

Or les valeurs de a''^ h'\ c'\ à savoir : 

«"=-V/p!^""' *''=V/^»«' -'=V/7Ë^dn«» 
conduisent à l'expression suivante : 



Ç?, - ?Çi H- f>ï7, = a y ^^ (?>3 -^- '>?) en u 



Ç* ) sn 1^ 



et nous allons facilement en déduire les valeurs particulières des coordon- 
nées Ç, )}, Ç, pour lesquelles Tare de la courbe spbérique, au lieu de dé- 
pendre d'une transcendante compliquée, s'obtient sous forme finie explicite. 
Je me fonderai, à cet effet, sur cette remarque, que le produit de deux 
fonctions linéaires 



n(u) = (Âcnu 4- Bsnu + Cdnu)(Â'cnu + B'snu 
devient le carré d'une fonction uniforme si l'on a 



C'dnu) 



A» A" + B» - C'A'» = o, A"*" 4- B'» - C'^k* = o. 



H. 
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A cel effet, j'observe que les formules 



1 sn« en u ànu 

sn 2 w = — — 



eu lit 



I — 2 sn'tt -+- /^sn*// 



I — /^ sn' u 
I — sX^sn^w 4- X^sn*tt 



du2«= ., ^ 

permettent d'écrire 

A en 2w -h B snt2 w -f- C (ln2/^ 

A -4- C— 2(A -f- C/^i sn^« -f- ( A -I- C)/*sn*/i -4- oBsnw cnwdn// 

I — k^ h\V u 

Cela étant, soit, en désignant par g et h deux constantes, 

A -r-C - 2(A + CA-)sn-«-+-(A + C)A-sn*^^ 

!2B snw eu 2/ du 2^ = (g'snz/ -4- A en m du z^)'-, 



on verra que les quatre équations résultant de l'identification se réduisent 
aux trois suivantes : 

or Télimination de g et A conduit immédiatement à la condition 

A^- + B- - C^A'^ = o. 
Soit de même ensuite 

A en 2 w -h B sn 2 « -H C dn a w = ~ — — ^-> ' 

SOUS la condition semblable 

A'A''=^ -l-B'2 -C-A'- = o; 



nous en conclurons, pour \/li(2f^), l'expression suivante : 

/■7T-, s is^snit -h h en « dn w 1 ( f' sn « -f- // en w dn a ) 

OU, en développant, 

I— : ^/^' sn'M -+-////'[ I — (i -I- /-) sn^w -i- /î:'sn*«| -+- [gh' ->r- /tg'] ^nu cnudnu 



on en déduit ensuite facilement, si l'on change u en -> 

2v11(m) := TTiSë'i^^^^ ■" ^"'0 "•" (&'^ "^ ''ëO snw -h hk'{dnu -h cuu). 
Voici maintenant l'application de la remarque que nous venons d'établir. 
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XX. 



Revenant à l'expression précédemment donnée des facteurs de(D,f)'', 
je pose 



et j'observe que, au moyen de la valeur k'^ = T^zrW~ZlÀ^ "^^ conditions 
se présentent sous la forme suivante : 

Elles donnent immédiatement |i]Ç = o ; et nous poserons en conséquence : 



i"» 



2" 



3» 



1=0, (^, - -^) ,. ^ (^, - ^) ç- = o. 

c=o, (^,-^-£-,)r-(^-,-i,),-=.. 



» Soit, pour abréger, 

a = (a - d)(7 - ^)(7(? -4- ;3d - 7p), 
b = (/3 — d)(a — 7) (aJ -h 7^ — «7), 
c = (7 - c?)(/3 - a)(/3* -h ad - /3a) : 

au moyen de ces quantités, qu'on verra facilement vérifier les relations 

V a a» bB» C7» 

a-Hb + c = o, -_-Hp-£^ + _I^ = o, 

nous obtenons les trois systèmes de valeurs 
I" 1 = 0, >j« = c, Ç«=b, 

2° ïj = o, Ç*=a, |* = c, 

3" Ç = o, |»=b, u»=a. 
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Maintenant je vais démonirer que, de ces diverses solutions, la première 
est seule réelle et répond à la qu(*stion proposée. 

Pour cela, je rappelle que les constantes a, [5, 7, â satisfont aux con- 
ditions 

(I) a<r^<f7<7, 

ou à celles-ci 

(H) a > ;:i>o'>v, 

et j'observe qu'on aura, dans les deux cas, 

:a - c?)^7 - /5) < o, ( /3- ^):a -~ 7) > o, (7 -^o^)[fi-a]> o. 

J'ajoute à ces résultats les suivants : 

7c? -h [jO — 7^'i > o, ac? 4- 70^ — «7 > o, /id^ -h ao — /3a > o, 
qui donneront, comme on voit, 

a <" o. b > o, c "> o. 

On peut écrire, en effet, 

y.î ^- r.^> _ .^c ^ |55 _^ , ,;v __ c ^^.^^ 

O.Ù -I- 70 — 7a = a(? -h ( — a) 7, 
l'io -f- ac? — /îa =:: ao -f- (0 - aj^^i, 

et, dans le premier système de conditions, on voit ainsi que les premiers 
membres sont tous positifs. Nous ferons ensuite, en passant au second 

système, 

-/,î+^'5o->-v,'3 = vc? + (c7-V;,3, 

yù H- ya — rj.'i 1= 70 -\- (c? — 7)»; 

mais ces transformations faciles ne suffisent plus, à l'égard de la troisième 
quantité ^jf) -i- ao — |Sa, pour reconnaître qu'elle est toujours positive 
comme les antres. 11 est nécessaire, en effet, d'introduire une condition 

nouvelle, ~ -^ ô> "' ^"j^^^ son origine dans la définition des quantités -> 

-1 -î qui sont proportionnelles aux moments principaux d'inertie. Nous 
écrirons, dans ce cas, 

et le dernier résultat qui nous restait à établir se trouve démontré. Les valeurs 
réelles ainsi obtenues pour les coordonnées c, /?, ^, à savoir ç — o, /> - yb, 
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Ç =r y^y donnent, en prenant les radicaux avec le double signe, quatre points 
qui décrivent des courbes rectifiables^ ou plutôt deux droites remarquables : 

Ç = o, 19 = db i/-Ç, dont tous les points décrivent pendant la rotation du 

corps de telles courbes. Pour former l'expression de l'arc s^ observons que, 

d'après l'égalité a 4- b -4- c = o, on peut écrire ip = \/a, ce qui donne les 
valeurs suivantes : 



a 

-C. 

a 



On a ensuite 

A'=-A, B'==R, C'=C, 

et nous en concluons 

(Acni4 -h Bsnw -+- G dnu) (A'cnw + B'sni^ -h Cdnu) 
= (Bsn£^ -h Cdnw)^ — A^cn^w. 

La condition A^ A'* 4- B^ — C^k'^ = o conduit enfin à cette nouvelle trans- 
formation 

(Bsni/4-Cdni/)^-.A^cn^w = (Bsnw4-Cdnw7-^^^^^^ 

= (CA'snM-f- TrdnwJ , 

et il vient, en définitive, après quelques réductions, pour l'expression de 
l'arc de la courbe spbérique, 

5 = 7 y^zr (P^ + «^ — jSa) j ksTïudu + ^ \/^~^ (^^ "*" 7e?— ay) Cdnudu^ 
puis, en effectuant les intégrations, 



j = 7 i/^^-(i3î -h aef — /3a) log(dntt — Acni/) 

4- /3 i/ ^^ (aJ -+- 7(f — «7) amw. 

Il en résulte que, u devenant u -h ^K, l'arc s'accroît de la quantité con- 
stante, 27r|3 y ^^ _ («^ -{- 7Î — «7). 
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XXI. 

Je terminerai celle étude de la rotation en indiquant encore un 
point (le vue sous lequel on peut traiter la question et où Ton évitera 
le défaut de symétrie des méthodes précéilemment exposées, qui donnent 
d'abord les quantités A, B, C; puis, par un calcul différent, la quantité V, 
en séparant ainsi des expressions composées de la même manière avecles 
quatre fonctions fondamentales de Jacobi. Des transformations algébriques 
faciles des équations de la rotation» lorsqu'on su[)pose en général le corps 
sollicité par des forces quelconques, permettent, en effet, d'associer les 
composantes de la vitesse aux neuf cosinus; elles seront le point de départ 
du nouveau procédé que je vais donner pour le cas où il n'y a point de 
forces accélératrices. Avant de les exposer, je rappelle d*abord les équa- 
tions d'Euler 

aD^/? = (I) — c)(]r-^ P, 

bD^(7 — (c — 2i)rp -h Q, 
cD,r — (a — h)pq-r- R, 

où les moments d'inertie sont désignés para, b, c, et celles de Poisson, 
dont j'ai déjà fait usage, 

D,a' -= b"r - c"c/, D,//' = cy - n"r, D.c" = a''q - by, 
puis 

D,A = Kr - Cq, D,R = C^ — Ar, D,C = Ary - hp. 

Cela étant, soit, comme précédemment, 

V =i ap -\- bq -f- cr, 
p' = a' p H- b'q -+- c'r^ 
s," = ay -f- //'7 -H c V, 
W = \p -h Bb -f-Cr; 

en écrivant, pour abréger, 
^ = pD,p-\- q\},q -h rD,r - {ay -^ b"q 4- c"r){a''DtP 4- b"D,q -f- c"l\r), 

nous aurons, comme conséquence, les relations suivantes, que je vais dé- 
montrer : 

1. II. 

A A ^ V(D,p- a''Dy) -^ /D,V.D,a", Vfl"= A^'-f- /D,A, 
BA ^ V(D,7 - b"D,v") -f- iD,\.D,b% Yb"=llv"-h /D,B, 
CA :^. V(D,r - c"D,i^") -^ /D,V.D,c"; Vc" = Cp"-f- /D,C: 
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III. IV. 

iCDtb" = B/ •+ fc"D',B, iBD,c" = C9 + ib'D,C, 

lAD.c* =Cp-¥- iVi"D,C, JCD^a" = Ar -i- ic"D, A, 

«BD,»" = Aç + fi''D, A ; iAD,b" =Bp-h /«"D^B. 

A cet effet, je remarque que, en écrivant A sous la forme 

la condition p' + ^^ + /* = v* + v" -t- f" donne immédiatement 

A = pDfVH-f'D,i/. 
Observons encore qu'on tire des équations 

V = ap -\- bq -{- cr, •= a'p + b'q + c'r, 
en employant les égalités ab' — ba' = c" , ca' — ac' = b" , l'expression sui- 

V£int6 I 

On a d*ailleurs immédiatement 

et ces résultats transforment l'équalion 

AA = V(D,/? - a'Hy) -h iD.VD.a" 
dans la suivante : 

qui est une identité. 

Passons à régalité Va"= Ai''' -h /D^A; il suffit d'y remplacer les quan- 
tités V, i/', DfA par leurs expressions en A, B, C, /?, 7, r, ce qui donne 

{hp -h B7 H- Cr)rt''= A(a'> -4- b''q -h c"r) -h /(Br - C9), 
et par conséquent encore une identité^ en récrivant ainsi : 

7(Ba"- Aé"H- iC) -+- r(Ca'^- Ac''- iB) = o. 
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Eiifni les équations /AD,c"= C/? + /D,C«", i\D,h"= hp + ii\na" des 
systèmes III et IV conduisent, par un calcul semblable, en se servant tles 
expressions de D,c" et D,^", aux mêmes égalités 

A b" - ha' = /■(;, A c" - Cn" = - /B ; 

elles se trouvent donc encore vérifiées; or toutes les autres équations, dans 
les quatre systèmes, se démontreraient de même, ou se déduisent de celles 
que nous venons d'établir par un simple changement de lettres. 



XXII. 



J'applique maintenant ces résidtats au cas où il n'y a point de forces 
accélératrices, et je pose à cet effet p = cna", q = fjh" , r = '/f", v"=^ îi, ce qui 
donne d'abord 

A = cra"D,a"+ ,'î-//'D,//'+ fc"Y),c"= (a - ,'5U/5 - •/j(7 - u)a"b'c". 

Ayant ensuite 1),/; — a\),v"=^ a{'i — (j)b"c", on voit que, en supprimant le 
facteur (y — fj)b''c", l'équation 



AA = V(D,/) - rt"D,v") -t- /D,VD,n" 



devient simplement 

A «"(a - ,3) (a - y) = Va + /D^V. 

Dans les trois autres systèmes, les réductions sont encore plus faciles, et 
nous nous trouvons ainsi amenés aux relations suivantes : 



I. 



11. 



.\a"[y. - fj)[oL - v) ^ Va -^ /D,V, \a"^ Ao -f- /D,A, 
A//'(iS - 7) (/3 - a) = Vfi -i- /U,V, \ b" = B 5 + /I),B, 
Ac"(v - a)(v - fs) ^-^ Vy + /D^V; \ c" = Cfî -t- /1),C; 



m. 



/(".«'(a — y) =^ By-i- /D,B. 
i\h":^- a) = C«+ /DfC, 
ibc'fy - fi) --= \fi-h iD,\: 



IV. 



if\a'(fi - fj.) = ('.jS+ /D,(;, 



iCh"{y- |5)^ Ay + /D,A, 
/Af"(a - y) - Ba -+- /D,B. 
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La question est maintenant d^obtenir quatre fonctions Â, B, C, Y, qui 
vérifient à la fois ces douze équations. Nous ferons un premier pas vers 
notre but, par un changement d'inconnues, en posant 



— a, B=T b, C = c, V = — fwo; 



nous prendrons aussi la quantité u pour variable indépendante à la place 
de t\ enfin, en employant les expressions de a!\ h\ c'\ on trouvera les 
transformées suivantes de nos équations : 

1. m. ^'' 

ikcnua = — » — D„o, ikcnun = —a — D„û, 

Asn wb = — t) — D«», Asnwo = — b — D„b, 

f dniic = — t) — D„»; /dnwo = — c — D«c; 

n n 

IL IV. 

i^cnub = '-^c — D«c, ikcuuc = — b — D„b, 

• • 

ksn uc = — a — D„a, ksnua = — c — D„c, 

n /i ' 

dn«a = — b — D„b; idni/b = ''^a — D„û. 

Je ne m'arrêterai point aux calculs faciles qui donnent ces résultats, 
et je remarque immédiatement qu'il convient de les disposer dans ce nouvel 
ordre, à savoir : 

ikcnua = — t) — D„p, ksnua = — c —Dut, idnua = — b — D«b, 
/X*cn£/b = — c — D«c, Asni/b = — ti — Da», idn^b = ~a — D«a, 

• • f 

ikcnuc = — b — D«b, kswuc = —a — D„a, idnuc = — ti — D.ti, 
/Acru/p = — a — D|,a, /•sntto= b — D„b, ûln//» = — c — D„c 

Par là se trouvent mises en évidence trois substitutions remarquables, qui 
H. S 
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correspondent aux mulliplicalions des quatre fonctions par en//, snu^ dn//, 
à savoir : 

\ u, c, b, rt 



/n, b, i-, ii\ /rt, b, r, u \ 
\r, u, a, b/ \ b, ti, u, r / ' 



elles ont la propriété caractéristique de laisser invariables les quantités 
(lu type (a — b)(c — u), et, si on les applique deux fois, cliacune d'elles 
donne la substitution identique. Représentons les quatre btfres a, b, c, u 
par X^ pour les valeurs o, i, 2, 3 de l'indice, en convenant de prendre cet 
indice suivant le module 4; elles s'expriment comme il suit : 

X._J' U^-.>7 U.-y 

Si I on adopte un autre ordre, en supposant que Z^ donne c, a, b, u 
pour ,9=: o, I, 2, 3, on retrouvera encore, sauf un certain échange, les 
mêmes fonctions de l'indice, à savoir : 



( 



^S \ I ^i \ l ^i 



'i 



7 / \ 7 / \ 7 



C'/est celte disposition qïTil convient de garder, et semblablement nous dési- 

I .. . '7 '^- '^ ''^ o 1 

t^nerons les constantes — » — ? ~> — par £, pour 5 = 0, i, 2, J: cela étant, 

nous pouvons comprendre, dans ces trois seules équations, le système de 
nos douze relations : 

I ik en uZs = c,Z.^, — L\Z,.^,, 
(1) ' itsnwZ, — £^,Z,_, ~ 1\Z,_,, 

( /dn//Z, =: c,Z,„, - l)„Z3_,. 

Le résultat relatif aux quantités X^ ne diffère de celui-ci qu'en ce qiie 
//tcnw, ksnu, /dnw se trouvent remplacés respectivement par /dn«, ikcnu. 

k siui; en désignant —, '^. ^, ^ par yj, pour .s = o, i, 2, 3, nous aurons, 

en effet, 

I ikcnuX,^rj,X,__,~^D,,X,_,, 

( «diu^X3.^v;,X,_, ~ I),,X,_,. 
Avant d'aller plus loin, je crois devoir montrer comment ces deux systèmes 
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d*équations se ramènent l'un à l'autre, par un changement très-simple de 
la variable et des constantes. 

Je me fonderai» à cet effet, sur les formules de la transformation du 
premier ordre : 

en les écrivant de la manière suivante, où j'ai fait, pour abréger, / = — , 

*'cn(i>fe//, /) = - cln(tt - K -I- aiR'), 

lsu{iku^ /) = -f- cn(w — K -{- 2iK'), 

<\n{iku, /) = — sn(« — K -h 2/R'). 

Changeons, en effet, w en « — K -+- 2iK\ et désignons par Zl, ce que 
devient ainsi Z, ; les équations (I) donneront celles-ci : 

ikl sn {iku^ /) Z^ = e, Z\^ — D„ Z',^, , 
— k'cn{ikUf l)Z', = h'^i-s — D„Z',_,, 

- ik'cn[iku, /)z; = €,z,., -- D„z;_,. 



Soit encore Z' le résultat de la substitution de --79 au lieu de u^ on trouvera, 
si Ton remarque que il =z ^ —, 

/sn(M, /)z; = -z;^, - D„z;^,, 
idn(i/,/)z;=gz;_,-D„z;_„ 
//cn(«,/)z; = Jz;_,-D„z;_„ 

nous sommes donc ainsi ramenés aux équations (II), en y remplaçant 

les constantes lOt par ^9 ce qui entraine le changement de k en /. 

Je vais montrer maintenant comment la théorie des fonctions ellipti- 
ques donne la solution de ces nouvelles équations auxquelles nous a conduit 
le problème de la rotation. 
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XKIII. 

Je repivsenlerai clans ce qui va suivre les fonctions Q[u)y n(w}, II, (^/), 
0i(«) par 6o{u)y 0^[u)^ O^iu)^ 0:i{u),en adoplant une notation employée 
pour la première fois par Jacobi dans ses leçons à TUniversité de Kœnigs- 
herg, et dont plusieurs auleurs ont depuis fait usage. L'une quelconque 
des quatre fonctions fondamentales sera ainsi désignée par 0,[u), et je 
ferai de plus la convention que Tindice sera pris suivant le module 4? afi" 
de pouvoir lui supposer une valeur entière quelconque. Cela posé, soit R^ 

le résidu correspondant au pôle w = /R' de la quaniité ' . — > où a 

et X sont des constantes quelconques, et posons 

Nous définissons ainsi un système de quatre fonctions comprenant 
comme cas particuliers snw, cnw, dnw, lorsqu'on suppose a = o, X = o, 
mais qui, en général, ne sont point doublement périodiques, et se re|)ro- 
duisent multipliées par des constantes, lorsqu'on change u en u -h 2R et 

en u -h 2/K' ('). On a en effet, en posant [x = é^^^, ^' ^ e ^ , les 

relations suivantes : 

«!»,(«+ 2R) =^{- if ^,(«). 

<\>,{u -+- 2/R') = fJl'(- l)"^'~'^«I>,(«), 

et, en passant aux valeurs particulières de l'indice, les multiplicateurs seront 
indiqués comme il suit : 



%{s). 


+ p., 


+ p.'. 


*.f^). 


-F- 


-+- '/, 


<P.[s), 


[J; 


- p-'. 


Us)^ 


H-fX, 


-K- 



"') Peut-être pourrait-on, afin d'abréger, convenir de designer les quantités de cette 
nature sous le nom de /onctions doublement périoiliques de seconde espèce, les fonctions 
|>ériodiques de première espèce correspondant au cas où les multiplicateurs seraient égaux 
à l'unité. Enfin les quantités telles que 0:w), H;//]. ..., les fonctions intermédiaires de 
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L'élude de leurs propriétés pourrait peut-être former un chapitre 
nouveau dans la théorie des fonctions elliptiques, mais en ce moment je 
dois me borner à en tirer la solution que j'ai en vue du problème de la ro- 
tation. Je partirai de ce que les expressions ^^(e^), ayant un seul pôle u = iYi' 
à Tintérieur du rectangledes périodes et pour résidu correspondant Tunité, 
peuvent jouer le rôle d'éléments simples à l'égard des fonctions qui ont 
les mêmes multiplicateurs. Telles seront, par exemple, les quantités 

cnu<if,[u)^ Sï\u<^f[u)y dne<$,(^^); 

si l'on remarque qu'en mettant 2 4- J, i — j, 3 — j au lieu de 5, le fac- 

"sit-^ 1) 

teur (— 1)^ se reproduit multiplié par — i, — i, -h i, tandis que 

{— i)^ est multiplié successivement par — i, -h i, — i, on reconnaît 

en effet qu'elles ont respectivement les multiplicateurs des fonctions 

*2-H,("). *!-,(«), «^.-l(«). 

Nous voyons aussi qu'elles n'admettent que le pôle u = iK'j dans le 
rectangle des périodes, de sorte que la décomposition en éléments simples 
s'obtiendra immédiatement au moyeu de la partie principale des trois 
développements 

cn(/R'+6)$,(iK'-h6), sn(iK'-H6)*i('K.'-^0> dn(/K'-h £)î>,(iK'-hg). 
Or on a, sans aucun terme constant dans les seconds membres, 

iAcn(iK'-H6) = -^, itsn(iK'+£) = ^, idn(iK'-i- e) = ^, 

et par conséquent il suffit de calculer les deux premiers termes du déve- 
loppement de Tautre facteur $,(iK'4- s), c'est-à-dire le terme en -> et le 

terme constant. J'emploie à cet effet la relation, sur laquelle je reviendrai 
tout à l'heure, 

$,{u-h i¥i') = cQ,.,{u)e~^'''"'^''^'\ 

MM. Briot et Bouquet, où les multiplicateurs sont des exponentielles, recevraient par 
analogie le nom de fonctions périodiques de troisième espèce. 
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où n est égal à / pour i — o, ^ = i, et à Tunité, si Ton suppose .v = 2, 

.ç zi=, j, (le sorte qu on peut faire g =^ — c ^ . On en con- 

clut l'expression suivante : 



(l>,(/R' + c)= ^ 



û.;^. 



A désignaîû un facteur constant, et par suite ce développement, que je 
limite à ses deux premiers termes : 

'"'^''^' ^')- -^:if [r -+- ^- i^" '»g^.-^«^]- 

Mais \ doit être tel que le coefficient de - soit Tunité; nous avons donc 

c 

sim|)lement 

«tJ/K' + j) = i + >. + D„ log5,_,(rt), 

et I on voit que les parties principales des développements des fonctions 

/Acn(/K.'-^£)a),(/R' + £), 
Asn(/K'-h-£)$,(/K.'-+-i:, 
< dn(/"K'-f-i)<l>,(/R'-Hi) 

se réduisent à cette seule et même expression dans les trois cas, à savoir . 

» I^a formule générale de décomposition en éléments simples nous 
donne en conséquence les relations suivcintes : 

//• Cnwa)/«) =:: [X-4 D« logC ,_, (rz) j 0, ,, ( w) - l),/I>, ., f "), 

A' su wO.fw) = [X -h D^ log5,_/a)j <I>,_,(^0 " D,/I>,_,(/^), 
/ i\\Mi<\\[u = X-^ l\log5,_,(rT)]<I>,.,(w) - l),/!)., ,1//); 

et l'on voit qu'on les identifiera aux équations (1), obtenues dans le para- 
graphe précédent, en disposant des indéterminées a et X de manière à 

avoir 

:, -X-f- 0«Iog5, _,(«). 
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Reprenons, à cet effet^Ies égalités don nées, p. 36, §XV, 

a — p = in — . » a — o = in » y — cc = m 5 

' an» cna> ' sna> 



en les écrivant d'abord de celte manière (voir p. 37) : 

n 0(w) n e,(«) /i H («) /i H,(w)* 



Rappelons ensuite que les constantes -» '-1 -1 — ont été désignées 

par Sf pour 5 = 0, i, 2, 3, et elles prendront, en introduisant les quantités 
ô,(w), celte nouvelle forme 

€, -H Do, logeo(«) = Êj 4- Dcolog6,(«) 

— £0 -+-Da,log6,(w) = Ê, -|-D«loge2(cD). 

Il en résulte que l'expression 

£, -f-Dc^ioge,»,(û)) 

reste la même pour toutes les valeurs de j; par conséquent on satisfait im- 
médiatement à la condition posée en faisant 

a = — - w et X= 6,-1- Dj^logô, .,((»). 



XXIV. 



Les résultats que nous venons d'obtenir montrent encore par un 
nouvel exemple combien la question de la rotation se trouve intimement 
liée à la théorie des fonctions elliptiques. Cest même à Tétude d'un pro- 
blème de Mécanique qu'est due la considération de ces nouveaux élé- 
ments analytiques ^si^)^ très-voisins des fonctions ^(x, o)), ^«(x, &>), 
;( ( X, Cl)), ;(, (or, w), employées au commencement de ce travail pour intégrer 
réquation de Lamé, mais qui en sont néanmoins distincts et offrent un 
ensemble de propriétés propres. Il est nécessaire, en effet^ d'attribuer à la 
constante X quatre valeurs particulières pour en déduire ces dernières 
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fonctions, et de là résultent, pour les multiplicateurs de chacune d'elles, 
des déterminations essentiellement différentes, tandis que la propriété 
essentielle qui réunit en un seul système les fonctions $,(//), c'est d'avoir, 
sauf le signe, les mêmes multiplicateurs. Je me bornerai à leur égard à 
considérer, pour en donner l'intégrale complète, les équations différen- 
tielles auxquelles elles satisfont, équations linéaires et du second ordre 
comme celle de Luné; mais auparavant je dois d'abord montrer comment 
les formules de Jacobi résultent de l'expression à laquelle nous venons 
de parvenir, Z, = N $,''«), où N désigne une constante. J'emploie, à cet 
effet, la valeur de R,. qu'on obtient facilement sous la forme 



K = 



GO,_Ja)e '^ 



I T. n . • 1- , 



/ fj\ Oi 



et où Ton doit faire a = — o;. En se ra|)pelant la détermination (\u fac 
teur (7, et écrivant pour im monient 



nous obtenons ainsi 



/ ~A" 



il = (j 



r ' 



♦- i >. k' 



i h'. I <) 



i\„= - iLlO,{'ù), P, =/12C„(«), R„ = i25,(ro), R, = ii5,(o/). 



Or on a 



A = 



X en 



0> 



Z,, B = 



(In 



/ en 






Sn « ^ . r r, 

cnw •' 



de là résultent, si l'on remplace N pariîN et les quantités 0, par 0, H, . . , 
les valeurs suivantes : 



A = 



r, = 



/N H // — 



0» f 



,t. Il 



N U // — f.^ r'" 



k en ûj / fc) w ; C-) w , ^ ij.' H , t.) (r) u 

(InwN H, '« — r.,]r'« N II, //_o) r'" 



/ crioi 0j( w // 1 



/ 1 1 , w e // 



_ sn 0) N // — w ) r'" N (=) I // _ w c'" 

en ùï / n ' w ' f w 1 7' ' It ( &> 1 '/ 



V '* / 



V — — uiy -, 

H, w /y 
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Je ne nrarréte pas à la détermination de la constante N, qui s'obtient 
comme on Ta déjà vu au § XIV, p. 3i ; elle a pour valeur H'(o)e'% et 
nous retrouvons bien, sauf le changement de X en iX, les résultais qu'il 
fallait obtenir. 

Je reviens encore un moment sur la désignation par Ot{u) des quatre 
fonctions fondamentales de Jacobi, aBn de la rapprocher de la notation 
qui résulte de la déânition même de ces fonctions, par la série 

ô,,(«) = e" — 2 (- ,)-,rL(^— "^«-4^--") "" J. 
Supposant jx et v égaux à zéro ou à Tunité, on a donc en même temps 

e(tt) = ôo(«) = ^o.i(«), 

H,(tt) = 0,(tt) = 5..,(«), 

e,(«) = e,(«) = 0..o(tt); 

et, eu premier lieu, je remarquerai que le système des quatre équations 
fondamentales 

0, ( « H- iK' ) = H, (tt) e~ 4^ ^ " "^ '"'^ 
peut être remplacé par la relation unique dont j'ai déjà fait usage, à savoir 

• \Ô,{u -h iK'} = <76,.,{u)e~^^""^''^'\ 
On doit y joindre les suivantes : 

0,(« -+-K) = a'6t.,{u)e'~^^"^''^'\ 



Q,{u -H K + iK') = i'0,„(«)e 4^'""^''^'^, 



//. 



f G^) ) 
les facteurs c, o\ t" ayant pour valeurs 



I r 



7 r.-- — e « ',7' ----- C 






puis celles-ci 



J '• 



,'// ~ 2R 



{//// -f- 'i/Iv' 






; — 11 



- 1 j — I 



-13,;,-.) 



, a -- 



O/rrc ^ 



-r , « -h * K ' ; 



Je remarrpierai enfin qu'eu passant du système de deux indices à un 
indice unique on est amené à exprimer, d'une manière générale, s au 
moyen de ti et v. Si nous avons égard à la conven'ion admise que s est 
pris suivant le module 4i on trouve aisément l'expression 



s -. 



— I 



p. 



-i- 'j 



1 av 



Cela étant, soit de même 



— I — tx 



t / 



V 4- 2 a V , 



et désignons par S la quantilé relative aux sommes jj. -f- |ui' et v 4- v'. Les 
admirables travaux de M. Weierstrass ayant montré de quelle importance 
est, pour la théorie des fonctions abéliennes, l'addition des indices dans les 
fonctiofis à n variables, où entrent in quantités analogues à |x et v, on 
est amené, dans le cas le plus simple des fonctions elliptiques, à chercher 
l'expression de S en s et s\ M. liipschilz m'a conimuniqué la solution de 
cette question par la formule élégante 



c 



-- \ — s — s —ISS 



mod. 41, 



ei voici comment rémiîient gécniètre la démontre. Écrivons l'égalité pré 
cédemment domiée : is — i — p. 4- v -f- 2'j.v sous cette forme 

'2S -\- I : ( 2 a -f- r ) ( 2 V — I ) ( mod . 8 ) , 

et remarquons qu'on peut poser, ]jl et v étant zéro ou l'unité, 

2^a4-i: 3'% 2v — i_^~7'' (mod. 8;. 
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On en conclura 

ai-Hi^ -3»*7^ (inod. 8); 

or les relations analogues 

2s'^ I : - - 3i^y. 2S ^- I -- - ^\^^^'f^^ (mod. 8) 

donneront immédiatement : 

!iS-+- I e:- — (2^4- i) (25'-4- i) (mod. 8), 
et Ton en conclut l'équation qu'il s'agissait d'obtenir. 



XXV. 



Nous avons vu que le système des quatre fonctions représentées, en fai' 
sant s = Oj I, 2, 3, piir l'expression 



où a et X sont des constantes quelconques et R, le résidu correspondant 
au pôle u = ilk! de "" ^ , .' — > conduit aux équations différentielles sui- 
vantes (§ XXIII, p. 62) : 

/Acn«*,(a) ^[k-h D^loge,_/a)]*2^,(w) - D^^u^s{fi\ 
ksnuibjji) = [X-^D,log(/,.,(^)]<D,.///) - D,<D,^,(//), 
idn£i<D,(i/) :- [).4- njog(/._,(a)]<I>,„U/) - n«*3 .("^. 

Ces relations me paraissent appeler l'attention, comme donnant d'elles- 
mêmes des équations linéaires du second ordre, dont la solution complète 
s'obtient, ainsi que celle de Lamé, dans le cas de/z = i, par des fonctions 
doublement périodiques de seconde espèce, nyant la demi-période iK' pour 
intini simple. Pour y parvenir facilement, il convient de représenter les 
quantités ikcuUy ksuu, idnu par U|, U^, Us, de manière à avoir sous 
forme entièrement symétrique : 

D„U, = - U,U„ D„lJa -^ - U.U„ 1)«IJ, - - L.U^. 
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Cela étant, si nous changeons successivement s en ^-hs, i—s, 3 — ^, on 
obtiendra, en écrivant, pour abréger, <I>, au lieu de <!>,(«) et s, pour 
X-i-D„log5,_,(rt), ces trois groupes de deux équations, à savoir : 

I U, <!>,_,--- £,_,<!>, -D»*,, 
( U,<1>, =B, 1'3-j--D„'l>3-5. 

L'élimination successive des quantités <I>2„, 'I'i_j, <I>j-, donne ensuite 

(I) Df/D, - (s, -h i,^s i-D,. logU,)D„<I',-^ £,.=,,, -h £,,,D„ logU, -UJ)<P, - o, 

(II) D;,<i>,- (c, + £,_, -1-D„ logU;;D„<l), + (£,£,_, -- c',..,D„ logU, - {]l]i\ = o, 
(III ) Df,«l>, - il. H- £,., hD„ logU,; D„<I>,4- (£,£3-, - î3 -.D„ logU, - U ^)'I>, .- o. 

Nous avons donc trois équations du second ordre dont une solution parti- 
culière est la fonction $,(«); voici comment on parvient à les intégrer com- 
plètement. 

» Faisons successivement dans (I), (H) et (III) 



on aura pour transformées : 

Df,X,~-D„logU,D„X, - (fî?-f-c;\DJogU,-r-UÎ)X, .-o, 
D:,Xo - D,, logU.D^X. - {âl -1- 5oD„ logUo -i- U^ ) X^ :=: o, 
DLX3-DjogU3D„X3-(52-f-c?3DjogU3-l-U^)X3 = o, 

ei) posant, pour abréger l'écrilure, 

^1 = i(£x— 22+i), O2 r r lUs — £,_,), §3 = t(£,~- £3-1)- 

Je remarque maintenant que ces équations ne changent pas si, en rem- 
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plaçant clans la première, la deuxième et la troisième, s par a-i-s, i -- s 
et 3 — J, on écrit dans toutes en même temps — u an lieu de u. Par 
conséquent, on peut, d'une solution, en tirer une autre : la première, par 
exemple, qui est vérifiée en prenant 



X. = 4.,(«)e-^"-^-'' 



le sera encore si Ton fait 
En employant les formules 

et mettant pour abréger 6^ au lieu de Q,{a)f on en conclut pour l'intégrale 
générale 

Les solutions des deux autres équations seront semblablement 

Y _ CB,{u-\-a) - ^D.Ioetf,e?,_ C'Q,^{u^a) jD.logtf,^,., 

XXVI. 

Les relations qui nous ont servi de point de départ donnent 
lieu à d'autres combinaisons dont se tirent de nouvelles équations du 
second ordre analogues aux précédentes, et qu'il est important de former. 
On a, par exemple, comme on le voit facilement, 

et Ton en conclut, en changeant ^ en i — J, 
Joignons à cette équation la suivante : 
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et l'on trouvera, par réliminalion de 4^3_5, 

De simples cliangements tle lettres dchueronl ensuite 

Cela |)Osé, je fais dans la première, la deuxième et la troisième de 
ces équations, les sul)Stitutious 



n 



^-1 -.1 ~ -3-/' 









'!>,-- Y,. 



1 






J'écris aussi, pour abréger, 



' ' .- __ r I f\ ' I c r I t\ — ' / - - • 



les transformées qui en résultent, savoir : 



D- Y, - ' ■„ logU, r , l)„ Y. - ( -Tf - 5', l)„ lof; \') Y, :-- o 



1),^ Y, - D„ log U. i:, D„Y, - ( V; - .;; 1)„ lo.i; |j' ) Y, r. „. 

T>1\, - I)„ log U, U,l)„ Y, - ( -î; - c;^: Djog J'^j Y, - o, 

se reproduisent comme les éf[uanons en X, lorsqu'on change s en 2'~f-^, 
r — s,?i — ^ et ;^ en — «, les quantités et à', ainsi que les dérivées loga- 
rithmiques, changeant de ^igne. On en conclut immédiatement pour les in- 
tégrales complètes les formules 

\ ,- -- t (' -' r ^ 

0, ^/ , /< ; 

^ , ■ - - r ^ H ^ • 



\ I 
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Ce sont donc les mêmes quotients des fonctions d qui figurent dans 
les valeurs deXf et Y,, Xj et Yj, X, et Y,, les exponentielles qui multiplient 
ces quotients étant seules différentes. Cette circonstance fait présumer 
Texistence d'équations linéaires du second ordre plus générales, dont la 
solution s'obtiendrait en remplaçant, dans les expressions CA + C'B des 
quantités X et Y, les fonctions déterminées A et B par Ae^" et Be"^", où p 
est une constante quelconque; voici comment on les obtient. 



XXVII. 

Considérons en général une équation linéaire du second ordre à la- 
quelle nous donnerons la forme suivante : 

PX"~P'X'-f-QX = o, 

où P et Q sont des fonctions quelconques de la variable u^ et dont l'inté- 
grale soit 

X = CA ^- C'B. 

Je dis que, si Ton connaît le produit de deux solutions particulières, 
et qu'on fasse en conséquence 

AB = R, 

nous pourrons obtenir Téquation qui aurait pour solution Texpression 
plus générale 

jr = CAeP"-i-CBe-''«. 

J'observe à cet effet que, le résultat de Télimination des constantes C et C^ 
étant 

jr A B 

X A/>-i-A' _B^-hB' =10, 

X" Ap^ + 2 A> -4- A'' Bp^ - 2B'/) -4- ir 

le développement du déterminant donne pour l'équation cherchée 

yx- yM'^ © jr = o, 
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les nouvelles fonctions ^l et Qîl ayant pour expressions 

P := AB' - BA' — 2AB/>, 

an ^ A'B"- B'A'-f- ( AB' - 4A'B-H BV')/; - 3 AB- BA' /j' -4- 2 AB/>\ 

Or on a, quelles que soient les solutions particulières A et B, la relation 

AB'-BA'rr^^ Vg, 

en désignant par g^ une constante dont voici la déterujination. 

Donnons à la variable une valeur u =: Uq qui annule B dans cette 

équation et la suivante : 

AB'+ BA'=: RS 

et soient Pq et R'^ les valeurs que prennent P et R; on trouvera innnédia- 
tement la condition 

La constante g étant ainsi connue, nous avons déjà la formule 

11=:: Pg- 2R/). 

Pour obtenir (ù, je remarque d'abord qu'on peut écrire 

A'B"- B'A- _^'«:-_QB A'- ^'^; ^-^ B'= gg, 
|)uis semblablement 

AB" -I- BA" = ^-«' - Q« A + ^- ?-^ B =. ^'^ -/ Q-^ . 

nous avons d'ailleurs 

Air+ 2A'B'-i-BA^=R", 
par conséquent 

AB'-4A'B'^ BA"=.- =P^-lZ;R:r:j6QR, 

et l'on en conclut la valeur cherchée : 
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Ce point établi, j'envisage, clans les équations différentielles en X,, 
Xj, X,, les expressions du produit AB, que je désignerai successivement 
parR,(tt), R2(/i), Ra(^), en faisant 

I>s formules élémentaires concernant les fonctions 6 donneraient ces 
quantités pour chaque valeur de s, mais j'y parviendrai par une autre 
voie en conservant l'indice variable. Et d'abord, au moyen des relations 

0.{n-^ aK)=:(-ir"'"5,(//), 



on obtient 






R,(ii 4- 2K) --. - R,(/0, R,(w + a/K') ^ - R,(//\ 
R2(// -^ 2K) =- - RaC'/;, Ri('^ ^ 2iK') -^ ^ R2(w\ 

R,(i/H-aK)= *-R.(w). R3(" HaiK') = -.R,(//}. 

Les fonctions R|({/), R2(^)9 ^^(a) possèdent ainsi la même périodicité que 
cni^, snf/, dnu, par conséquent les quantités proportionnelles U,, Us, U,, 
ayant le seul pôle u = fK' à l'intérieur du rectangle des périodes 2K, 2/K\ 
et pour résidu correspondant l'unité/ peuvent servir, à leur égard, d'élé- 
ments simples. Employons maintenant l'équation 



6,(«-f-/K';--=7 6._/,«)e"J^^"'^'''''- 



• :♦ 



OU j ai pose 






et désignons par c,, (jj, c, ce que devient cj, et, changeant s eu 2 -{- s^ 
H. to 
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1 — j, 3 — J, nous trouverons ( * ) : 



7(7.-, ' 



0; £ . 0, , ^/ 0, fi 



I 



0? O 0, , ri -I- £ ) 0.^, -a g 



delà étant, comme on peut introduire à volonté un facteur constant clans 
la fonction U, je prends, au lieu des expressions précédentes, celles-ci, qui 
en diffèrent seulement par le signe ou le facteur ± /, savoir : 



0; £; (/, s a , ^3-S /* 



l\o , / IV -f- c } = — ; ; '> 

Développant donc suivant les puissances de î et faisant usage des quantités 
c?, précédemment introduites, qui donnent : 

B\_/n] 0U,O/) 

7 > = 2^3, 

nous obtenons, pour les parties principales, les quantités 



i'' I £' C fi* f 



t Ton en conclut les valeurs suivantes, qu'il s'agissait d'obtenir 

II2 [u) = 2o\Ij2— D^lJo, 
Kjf/^) = 2O3U3 — IJ^Ua- 



^'i On d<»morUrt' facilement (jii'on a 



i s — r I 



•77| ^^ I l i * , (Jfj-i -'--- I , TCs "- 
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Ces résultats nous permettent de former les fonctions J^ei tt; mais, 

pour la deuxième, le calcul est un peu long, et je me bornerai à en 

retenir cette conclusion, que dans les trois cas on parvient, en désignant 

par U une quantité qui soit successivement U|, U,, U,, à des expressions 

de cette forme : 

|l = aU-4-a'D«U, 

où les coefficients a et |3 sont des constantes. Leur complication tient à ce 
qu'ils sont exprimés au moyen des quantités a et p qui figurent explicite- 
ment dans Tintégrale, et nous allons voir comment Tintroduction d'autres 
éléments conduit à des valeurs beaucoup plus simples. 



XXVIII. 



Soient U et U4 deux fonctions doublement périodiques de seconde 
espèce ayant chacune un pôle unique u = Of et représentées par les 
formules 



U = 



Hf// 



]r^« 



U(u) 



u.= 






je me propose de former en général Téquation du second ordre, admettant 
pour intégrale Texpression 



;X = CV hCU,, 



qui est 



S U U, 

T V V\ 



= yjr''-|i'jr'4-«ajr = o. 



en posant 



îl =UU\ - U.U', tt =u'u; ^ V\ l]\ 



Nommons pour un moment ji et ft/ les multiplicateurs de A, y et '/ 
ceux de B; on voit d'abord que les coefficients J^ et IBi sont des fonctions 
de seconde espèce aux multiplicateurs /xv et |j.V, ayant de même pour seul 
pôle u = Oy qui est un infini double pour J^ et un infini triple pour tt. 
J/équation )^ = o n'admet ainsi à l'intérieur du rectangle des périodes 
que deux racines, u=:a et u=2h^ et, en décomposant en éléments 

simples les fonctions de première espèce, g- et -=» on aura les expressions 
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suivantes : 



(t. 


prr // a 


H' u 


- h 

b 

(> 
h 


WU'itt) 


••;- s. 


V 


U it 



où P, Q, . . . sont (les constantes assujetties à la condition P -f Q i 11 : - o. 

Les quantités a et />, que nous venons crinlroduire, rej^îésentenl Jonc, 
à l'égard de l'équation différentielle, des points que M.WeicrsIrass nonuno 
à apjtarence sincjxiliàe, u ^^ o étant seul un |)oint singulier. Ce sont les vé- 
ritables éléments qu'il convient d'employer comme ap|)ropriés à la forma- 
tion de Téqualion différentielle, au lieu des constantrs a. [i^ p, 7 qui 
entrent dans les fonctions A et B. Je me fonderai, à cet effet, sur le lemme 
suivant, qui donnera, |)ar un calcul f.icile, la détermination des coeffi- 
cients P, Q, . . . . 

Considérons l'équation différentielle 

où les fondions uniformes J'ftj, t?('0 «>d*"^'ltM\l seulement dts infinis 
simples qui soieiït, d'une part, // — o et, de Tautre, //=- r/, A, 6% . . . . 
Posons d'abord, en développant suivant les puissances croissanleb de £, 

7 f A ■ m: — - -i- I' -f- <W r — - _l- 

et en second lieu, pour les diverses quantités fi, A, f, . . ., 



7(^-^0 ^ 7 -""Ja-^ ^-^^ ^;/^^-^, -^7-^i;--^ 



Si rem a, d'une part, 

F -^ G -- o, 

puis, pour toutes les quantités /?, /;, r, . . ., 

l'intégrale de l'équation pro[)oeéc sera une fonction uniforme ayant pour 
seul point singulier n — o, et, dans le domaine de ce |)oint, les inté- 
grales nommées fondnrnenlales par INI. Fuchs seront de la forme 9i(w) 

et - -h î^ot'O? où ç/j [u) et 92 ('^) représentent des séries qui procèdent sui- 
vant les puissances ascendantes entières et positives de la variable. 
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XXIX. 



Ce sont ces belles et importantes découvertes de M. Fûchs dans 
la théorie générale des équations différentielles linéaires qui permettent 
ainsi d'obtenir les conditions nécessaires et suffisantes pour que Tintégrale 
complète de l'équation considérée soit une fonction uniforme de la va- 
riable. Il n*est pas inutile, à Tégard de ces conditions, de remarquer 
qu'elles se conservent, comme on le vérifie aisément, dans les transfor- 
mées auxquelles conduit la substitution^ = ze~*', à savoir 

s"-[2a-hy(w)]2'-+-[a^H-«/(//)-f-s(//)]2 = o. 

J'observe encore que Ton peut supposer doublement périodiques les 
fonctions y*(w) et g(ii), en convenant que les quantités w = o, u = a, 
u = b^ . . ., au lieu de représenter tous leurs pôles, désigneront seulement 
ceux de ces pôles qui sont à l'intérieur du rectangle des périodes. Soit 
donc, en nous plaçant dans ce cas, 

/(«)=!'' 

ou bien, d'après la remarque qui vient d*étre faite, 

a étant une constante arbitraire. Je disposerai de cette constante de sorte 
qu'on ait 

^\ / H[u — aj H[u — ù} h^ti) S[uj ^^ù^ 

et par conséquent, d'après les formules connues, 

fin) = ■ 1 j- . 
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Ola étant, il est clair qu'on peut écrire, avec trois indéterminées A, B, C, 

, . A sn ^ 1^ STi h „ 

o //)= u 7--Î-C, 

*^ ^ ' su II sn ( /< — a j sn // su . u — , 

et nous tirerons sur-le-champ de ces expressions les valeurs suivantes : 

eu a i\r\/t rn h <lii A 



G :^ - A — B, 

sn rt sn a — ù 



-^ ^ sn^/ 



Acn^dn^i Bsn/> 



î 



4- ,.4-(:. 



Or la condition 
conduit à 



^" sn^ sna sn ^'z — />> 

sn /> A — ir 






sn/'/ sn [rt — 6 ; 



A" — C — o; 



le second pôle u^=^b donne semblablemenl 

~ -, — r B'' — C — o. 

sn 6^ sn ( 6^ — a , 

<*l l'on conclut enfin de Téquation F-i-G=^o 

cn/7<ln/7 rn/MÎn^ . ,. 
1 - -f- A H- B = o. 

sn a sn o 

Je remarque immédiatement que celte dernière relation n'est point dis- 
tincte des deux autres et qu'elle en résulte en les retranchant meuïbre à 
menïbre et divisant par A — B. En l'employant avec la première, nous trou- 
vons, par réiimination de B, 

. ., . sn^ snV/ — sn'// ., 

A-- i\ — , — - - -|-C. = (), 

snr/ sn a — u < sn-w sn^ « — b 

OU encoïe 

A —\ ---h(.-:^0. 

L sn a sn [ tf — o j j su' ,ti — o) 

Remplaçant désormais C par r C\ on voit qu'on aura 

A = — ^^+^» 

sn« sn I tf — bj ' 
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et par conséquent 



B=-^-^ C. 

Telles sont donc^ exprimées au moyen de la nouvelle indéterminée C, 
les valeurs très simples des constantes A et B pour lesquelles^ d'après les 
principes de M. Fûchs, Tintégrale complète de l'équation 

ksna Bsnb t pj] 

sûHsn[u — ti] suasu[u — ù) sn^a—bj J*^ 

est une fonction uniforme de la variable avec le seul pôle u^=o. 

Nous sommes assurésde plus, par une proposition générale deM . Picard 
{Comptes rendus du ai juillet 187g, p. i4o,etdu igjanvier 1880, p. ia8),que 
cette intégrale s'exprime dès lors par deux fonctions doublement périodiques 
de seconde espèce. Si donc on restitue, en faisant la substitution ^=:2e^, 
une constante arbitraire dont il a été disposé pour simplifier les calculs, 
il est certain que la nouvelle équation différentielle contiendra, comme 
cas particuliers, toutes celles dont il a été précédemment question. C'est, 
en effet, ce que je ferai bientôt voir; mais je veux auparavant obtenir une 
confirmation de l'important théorème du jeune géomètre eu effectuant 
directement l'intégration de cette équation et donner ainsi, avant d'aborder 
des cas plus généraux, un nouvel exemple du procédé déjà employé pour 
l'équation de Lamé dans le cas le plus simple de 7t== 1 • 



XXX. 

Considérons la fonction doublement périodique de seconde espèce 
la plus générale, admettant pour seul pôle i/ = o, à savoir 






et proposons-nous de déterminer co et X de telle sorte qu'elle soit une solu- 
tion de l'équation proposée. Soit, à cet effet, ^(ii) le résultat de la substi- 
tution de f{u) dans son premier membre. I^s coefficients de l'équation 
ayant pour périodes 2K et a/K', on voit que cette quantité est une fonction 
de seconde espèce, ayant les mêmes multiplicateurs que/{u)^ qui pourra, 



( «^' ) 

par conséquent, remplir à son égard le rôle dVlément simple. On voit 
aussi que les pôles de 4>(«) sont u -^, u-~b^ w -o, les deux premiers 
représentant des infinis simples et le troisième un infini triple. Nous aurons 
donc 

et la condition $(//) = o entraîne ces cinq équations 

qu il est aisé de former, comme on va voir. 

Nous avons |)our cela à décomposer en éléments simples les produits 

de fin) et 1 '[u] par deux quantités de la même forme ^ — — :> cesl- 

J j J ^ ^ i * bii « sn // — p j 

à-dire à chercher les parties j)rincipales des développements de ces pro- 
duits, d'abord suivant les puissances de iij puis, en posant ^/ = /> -h s, 
suivant les puissances de i. Or il résulte de l'expression dey (?^) qii'on a 

f{u).-:y'iK'-r-ne"', 

/J\U, désignant la fonction considérée au § V,p. 12, et par conséquent 



^(") =^[i - K''' '"'^ - -3 ' )" -'- • • -, 



^,tn 



= - -H A -f- A- — A* sn- Ci) -i ., — ]H h 

On trouve ensuite 

sn/3 ï rn/;dn/> / 1 » — /'"^ 



• • • • 



dn/> / I j — /' \ 

- — -. ~-)fi 

\p \sn^p 1 I 



sn // sn ^u — p 1 u sn 

et sans nouveau calcul, en remplaçant u par — s, 

sn/> 1 rn;>Hn/> / i i i X'^ 

sn(/> -t- £ J snô £ sn/> ^ sn'/-» :i 

Ces développements nous donnent les formules 



inwsn'^// pr ^ ' j ^i 'J\ 11 2\ «sn/-» ]^ ' 
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et Ton en conclut, en faisant successivement p = a^ p=^b^ les expressions 
cherchées 

-h k^ Sli* W ; ,-7 -h I -h A*, 

C = A -h B H 1 r —, 

sn ^1 su t' 

C = o. 

» Ces résultats obtenus, nous observons d'abord qtie C s*évanonit, d'a- 
près une des relations trouvées entre A et B; j*ajoute que Téquation C == o 
est une conséquence des deux premières; par conséquent, les cinq condi- 
tions se réduisent, comme il est nécessaire, à deux seulement qui serviront 
à déterminer ci> et X. Mous recourrons, pour I établir, à la transformation 
suivante de la valeur de C Soit, pour abréger récriture, 

G = ( X — C H 7— ( X -H C H 

\ siio / \ sua 



h = (a-c + ^-îî^)(b + c 



on a identiquement 

C = G - H -f - (A - C) (B H- C) - A» sn» co 4- , ' ,^ \ ' - -^ i -^ A ' 

et plus simplement déjà 

C ^ G - H - A» sn»a) - -^ L. _H , ^ A^ 

Sli'fl $11» /y ' 

les valeurs de A et B que je rappelle, 

A = ; — . - -+- C, n = ^ — - , c, 

donnant 

( A - C) (B -+- C ! = r--— r- 

Nous obtenons ensuite, en faisant usage de ces expressions, 

-. r %nh cn^ftn/; If' sx\n rn/idn/i"| 

|^snr/sn(/z — ù) su h JL^"^^"l^ — ^j *"** .1 



I I /s 

= >^ ( . 

511*. tl — ù SU .fl — Ù i \ 






//. Il 



S'2 



Oiî a d'ailleurs 



r /snhcnnilnn snn en /mIh /; 



su ; a — /> 



/ 1 



Sl\'tt 



su'/; 



=( 



'snrr en ff i\nb — sn /^ cn^i' clnr/\ /sn'^ cn/i dn^r - sn'/7 cnA dn /> 



su // — sn^6 
snV/ -i- sn-/» cnc/ dn<'/ en Adn /» 



sn^f/ sn^/^ 



sn<7 sn^ 



snV/ Mi*/v 
-»- I -f- A-, 



et la valeur de H qui en résulfe, à savoir 



H=-- 



I 



sn^ il — // 



sn-ft 



-,. -h I -^ A-, 



donne cette nouvelle réduction : 



I 



(C = G - A-su-ow-— -r . 



c'est mainlenaul qu'il est nécessaire d'inlroduire les condilioîis ^ -- o. 



f I ^ 



/'"'' I n /' ^^ 



. />> I 



C — o, c'est-à-dire A ~ 1 H r-r • . ' ■ Or, au moyen des valeurs de A, 

de r> et de Tex pression 



ri. 












H ^ ./ 



fc) ( w 



--^/, 



,^ , V cnrdnr 

A-sn.r sn ù sn (o; -h w j h / , 



sn.r 



on en tire 

À - C = 



sn /> 



en/? dn/7 



sn « sn ^ « — ^ 
sn^ 



sn ^ sn Z» - a 



sn <'/ 

çwh dn/> 
sn// 



4- A* sn/7 suoj sn (<'? -4- o> j, 
^ A ^ sn A sn ^) sn ' A -h 'o ) . 



Cela étant, une réduction qui se présente facilement donne 



/. — C 



çxib dn h 



sn b 



A -+- C -h - 



sn<7 ,^ . 

— — ^- Ir sn rz sn ^^j 'swia -f- 'o i 

sn h sn ' r/ — /y ^ ' 

sn />> 



sn// 



snrt sn /» — // 



- 4- A'- sn/> sn ^»> sn ' h '\ oj ), 



et nous pouvons écrire en conséquence 



(; 



sn// 



sn b sn a — h 

sn/p 
sn// sn b - 



-f- A* sn a sn r.) su (a -4- oj ) 
- }- /t^ sn A sn 0» sn ( ^ -f- oj j 
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Je considérera) cette expression commenne fonction doublement pério- 
dique de û), ayant pour infinis simples o) = iK' — n, w = iK'— b et pour 
infini double o) = i¥J. Elle présente cette circonstance que les résidus qui 
correspondent aux infinis simples sont nuls. En effet, des deux facteurs 
dont elle se compose^ le premier s*évanouit en faisant co = iYJ — 6 et le 
second pour tù = iK'— a. Il en résulte que le résidu relatif au troisième 
pôle b) = iR^est également nul, de sorte quen décomposant en éléments 
simples on obtient 

G = — Du,— 7— X -+- const. = A^sn'ci) -h const. 

Posons, afin de déterminer la constante, co = o; nous trouverons fina- 
lement 

et (le là résulte, comme il importait essentiellement de le démontrer, 
que Téquation C = o est une conséquence des relations J3l = o et 
81 = o. 



XXXI. 

La détermination des constantes tùet X s^effectue au moyen des deux 
équations 

). — C = ; r-r H h A* snn snci)sn(rt-4- co), 

^n/isn (tfi — b) sna 

/-f- C= —. — rr - . H 7 h A'snôsn^osnfô -h wj, 

sn ^ sn ( /> — rt ) %ïiu ^ 

que nous avons maintenant à traiter. En les retranchant et après une ré- 
duction qui s'offre facilement, elles donnent d*abord 

A*sn&)[sntsn(/» -+- w) — snrïsnf^ -^ oj) I 

— 2 :- — ,, - — 2C = 0, 

et nous démontrerons immédiatement, le premier membre étant une fonction 
doublement périodique, qu'on n'aura, dans le rectangle des périodes aK 
et a«K', que deux valeurs pour l'inconnue. En effet, la fonction, qui au 



( «4 ^ 

|)reinier iibord p;iraît avoir lt*s Irois pôles w r- /R' -- r/, oj- /K'— ^, 
fi)^^il\', lie possède en réalité cpie les i\ei\\ [)reii)iers, le résidu relatif au 
troisième, qui est un infini simple, étant nul, comme on le vérifie ai^émenl. 
Ce point établi, nous donnerons, pour éviter des longueurs de calcul, une 
nuire forme à Téipiaiion, en eniployant l'identité suivante, 

sn l> sn ( h - 'j) ) — su n sn (a -r oj ^ 

^ sn y^ — a) sn rî 4- h -:- oj [ t — k' sur/ ^nb sn(/'/ -1- oj) sn[A -h oj 



,1 ♦ 



à laquelle je m'arrête un moment. Elle est la consécpience immédiate de la 
relation mémorable obtenue par Jacobi, dans un article intitulé Fonmilœ 
novœ in llitoria tnmsccndentiiun eUijdicanun fundamcntales [Journal de Ci elle ^ 
t. XV, p. 201 , à savoir 

M [il ! -H E a -^ V. [b) — E[u -h n -^ h ) 

:- k' sndi -r- (i) suu -i- h ^ sn ,a — A ; [ i — k^snu snrt snbbn[n -^ r? h- A ]. 

Qu'on change en effet a en — a, puis n en a -h oj, on aura 

li[ri -f- '^i — E(r£) -^ E(/;) — E(/; -f- o/j 

=^ /. - sn co sn ( Z^ — (i j sn Vi ^- /; -- oj ) i — /t* sna sn b sn 1 /i -f- oj ) sn (/; — oj ]] 

et il suffit de remarquer que le premier membre, étant la difïérence des 
quantités K[a -h o ] — E(^) — E(o^), E(/; -h O)) — E[b) — E(rji)), peut être 
remplacé par A* sn w[sn/; sn i^i -t- oj) — siirt sn[a -i- tojj. 

» On y parvient encore d'une autre mamèi^e au moyen de la relation 
précédemment démontrée. 



(; -_ -, — — -h A- sna snwsnfr/ -+- w) 



.ii/;sn ' ft — 



[su ^ 1^1 / / / -> o 1 

-, — ^ -r- A- sn /; sn s) sn ( !) -h '») \ — Ir sn' w - 



7;"' 



car on en lire 

sn b sn i n i- vj ) — sn a sn ^ A -t- oj ) 

— snojsn [b — rz)^i — A- sua snèsn [d -r '/)y sn [b 4- oj;', 

ce qui donne la formule proposée en cliangeant a en — /t, 6 en — /; et w 
en fj)-^n-\- b. 
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Cela posé, soit y = w h ; Faisons aussi, pour abréger, a =. - i 

P = 5 nous trouverons, par cette formule, 

snot)[sn^sn(6 -r- s)) — sn^sn(a -*- w)] 

= — sù2^ sn('j -h a)sn(u — a) 

x[i ~ A^sn(aH-|3)sn(a — |3)sn(u-h |S)sn(u - ^5^^ 

Ur on voit que le second membre devient ainsi une fonction ration- 
nelle desn^u; on peut, en outre, supprimer au numérateur et au dénomi- 
nateur le fadeur i — k^ su^v su* a, de sorte qu'il se réduit à Texpression 

sn?.8(i — /»sn<p) (sn'u — sn»al 

^t^^ — - — — • 

Remarquant encore que Ton a 

sn2]S(i — A^ sn*|6) = 2sn|5cn^Sdn/3, 
nous poserons, pour simplifier récriture, 

y I — X'sn'asn'p /sriflcnndn/i -4-sn^cn^dnA \ 

" X'snficnpdnp \ sn'a — sn'^ /' 

et réquation en snu sera simplement 

sn'v — sn'a 



I — X'sn'wftn*p 

On en tire 



=:-L. 



sn'y= — 7^7» cu'u = ^- — -f~» dn'u = — ., — --;-, 

et, si Ton fait 

f = (sn^a - L) (cn^a -+- dn^/3L) (dn^a -f- k^ cn^^SL) (i - k^ sn^^SL), 
ces valeurs donnent 

snu cnu duv -= 



^1— X'sn'pLj' 

Nous ferons usage de cette expresMon pour le calcul de X, qui nous 
reste à déterminer. A cet effet je reprends, pour les ajouter membre à 
membre, les équations 

). — C= ; TT H »- Assort snci) sn(rt -+- w), 

snr/sn(<i — b] htia ^ ' 

^ ^ sn^ cn^dii^ .« • .. ^ 

A 4- C = — 7 — n 1 1 H A SU 6 SU 0) sn ( 6 -i- ^o ), 

sn 6 sd(6 — ri j sd6 ^ '' 



( S<3) 
or j'obtiens, comme on le voit facilement, 

2/ — k' ^sn^sn ^j) sn[a -i- (m)) -h snù swti su[h -\- ff)) , 

on bien encore 

a). — k' [sn(a -t- ["j) snfu — al snfi; — [l,) --h sn(a — p) snfi» — a)sn;'i; — [i)\. 
Maintenant, un calcul sans difficnhé donne en premier lieu Texpres 



sion 



sn -/ rn a dn y. f sn ^ v — sn* ^:i sn v en j i\r\ j' sr^ 'i — sri* a ) 

L'^ -— — -— ^ — -^ 



/ 1 — /.' sn ■ j sn-a ; , i — a^ sn-'a sn' ^ ^ i — k^ siru sn ' a j : i — X^ sn'u sn ' [ii 

on en conclut ensuite la valeur cherchée, à savoir 

/^sna rn '/ <ln '/fsn-a — sn-S— »— /-«in'^ Ll 






-1- 



I - / - sn- a sn- fi 'j — / - sn' a - h / ^ sn-a — sn- [i L i 



I — X^sn-asn-p [i — X'sn^a -t- /^ sn'a — sn'^fv L] 



Celte expression devient illusoire lorsqu'on suppose d'abord 

I — A^sn^a sn-|S=:o, cVsr-à-direa 4- |3 = /7 = /R' ou bien a — /3 = ft — /K', 

|)uis en faisant 

1 — P sn*a 4- /:-(sn^a -— sir|^/ T. — o. 

La première condition, ayant |)oureffet de rendre irïiinis les coefficients 
de Téquation différentielle, doit être écartée; mais la seconde appelle Tal- 
tention, et je u)'y arrêterai un moment, afin d'obtenir la nouvelle forme 
analytique que prend l'intégrale dans ce cas singulier. 



XXXII. 



Remarquons en premier lieu que cette condition se trouve en posant 

2 sn-a - T. I 

■ 

c'est-à-dire u == a -t- /R', et donne par conséquent co =: /K'. Cela étant, 
je fais dans la solution de rintéo:rale, qtii est représentée par la formule 

--- "^~ ''* e ^ ^^^')\ , 0) = /K'-h £, £ étant infiniment petit, et je développe 

!!(//) r ' j II 

suivant les puissances croissantes de i la différence ). ^-OrTexpres- 

* r»j ) • 
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ftion précédemment employée 

2X = k^\suasn(ùsn{a -+- co) -4- sn^snc») sn{b -f- w) 

donne facilement 

^ I cnaâna cn^Jn^ 

I 2 sn a 2 sn & ' 

nous avons d'ailleurs 

e(oi) "" ii(f) 2K"" I 2K "^ "*' 
et Ton en conclut, pour £ = o, la limite finie 

* *^'(w) fn cnadna en h du b 

e(«)) 2K. 2âna 2Sd6 

Remplaçant donc 6(tt-+- iK') par iH[n)e ^^ , on voit qu'au lieu de 

la fonction doublement périodique de seconde espèce nous obtenons l'ex- 

^ ^"'» **"^ / , qui devient ainsi une des solutions de Té- 

quaiion diiférentielle. Nous parvenons à l'autre solution en employant, au 
lieu de y = a 4- iK', la valeur égale et de signe contraire y = — a — /K', 
d'où l'on tire w = — aa — /K' = ~ a — & — /K', et par conséquent 

. snV/-4-$n»A e'(w) n'in-^b) fn 

X ^ ■ y — - Zir ^ ' -f- — -• 

2%n[a -h àjsnasnb 0^w) H(fl-h^) 2K. 

Des réductions qui s'offrent d'elles-mêmes en employant la formule 

H'(a~i-b) _ H V) H^(^) sn^ cn^dn/> ^ 

U(ii-t-6j H(tf) til^) sn/isn(tf -♦- 6) sn6 

donnent ensuite 

e'(oi) H^(^) W{b] cnadna cnbdnb i» 
e^^) ^[^*} ^[^} 2snri 2snb 2K. 

La seconde intégrale devient donc 

et Ton voit que, pour le cas singulier considéré, la solution générale est 
représentée par la relation suivante : 

/ cnadna cn*dn*\ {^llf} ^' it)] 

\ i»ia "^ i^nbj" ^ ^,n{it-~a — b) \H{aj H{à)\" 

y^ =C-f-C j^^-j -e 



( «8 ) 



XXXIII. 



Un dernier point nie reste maintenant h traiter; j'ai encore à montrer 
coinn)ent les é(juations différentielles ohtennes anx §§ XVII et XVIII se 
tirent comme cas parlicnlier de Téqnalion qne nous veiïons de con^id( rer, 
on plutôt de celle qni en résnitesi l'on change u en ii — /K', à savoir, 



)"- 



A' s\\ftsuns\)[:i ~ a) ^ /î- aiinsn h sn{n — h )' 



\- 



AX- sn// S!i a su! ii — n 



i- \\/i- i-iUn sn/y sn {u —h) 



Sli^ <i — h 



- c 



o 



Je me fonde, à cet effet, sur ce que les deux déterminalions de la 

quantité u ^= ri) -h peuvent élre supposées égales et de signes con- 

traires, de sorte que, en désignant par « et w' les valeurs correspondantes 
de w, ou a la condiliou oj -h o)' =: — rt — /;. Qu'on se reporte maintenant 
aux expressions données au § XXV, p. 69) : 



X. - 






h^ Il 1 



II 



x,^- 



v.n.'ii --«1 --f>Jocci/>,., 



// 









Oo // 



n 



X, .3: 



^ i 



0„ /;; 



Ou voit aisément que les quantités qui jouent le rôle des constantes w et w 
ont pour somme, successivement, R -h /Iv', /R', R. C'est, en effet, la con- 
sécjuence des relations déjà remanpiées : 



/ T 



r. ! 



5/«-'-/K';--^c75, ,fii)c '« 



,- . yu »- /K' , 



D'après cela, je ferai successivement ^ 4- /> - R -u /K', /K\ R; je po- 
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serai en outre, en changeant d'inconnue dans ces divers cas, 

DAoecnn D.logsna D^loffdna 

y=ze ^ ' ^ , ze ^ ^ y ze ^ ' . 

Or, en considérant, pour abréger, seulement le premier de ces cas, 
voici le calcul et le résultat auquel il conduit. La condition supposée 
A = K-f-/R'— a donne d'abord 

= 7 » snftt— 6)= — -; — Tî snfn — 6)= — 7 » 

A' en a ^ ' A en [u -h a) ^ * keii%a 

et nous obtenons, pour la transformée en z, Téquation suivante, 

z — A'sni/snrxsniu — o] t-^ — ^ :/ 

PA*^ sn// snrt snftt — a) — Q ; ^ f- B r = o, 

^ ' ^ cnacn(i/ -\- a] J 

OÙ j*ai fait, pour abréger, 

P = A » Q=B , R = -7 — ; J--J-1 C% 

2 en ri ^ izna 4^^^ an' 2a 

Soit maintenant 

y = cD(tt -h a)(i — A*sn'wsn*a)= cnrrcnii — snadnasnudni/, 

on trouvera d'abord que le coefficient de z' est simplement D^log^ = ^* 

Représentons ensuite par ^le coefficient de z\ au moyen de la for- 
mule élémentaire 

SnfM — rz)cn(tt-|-^)= 77—; z » 

^ ' ^ ' I — A-'sn'icsn'n 

nous obtiendrons 

Ci = PA*snttsnri(snttcnttdnrt — dn^/sn/ïcn/i) 

{i\K\uAï\a — Ar'snwcnwsnacnrt) 

-+-R(cnwcna — sni/dnusnndn/z), 

ou bien, en réunissant les termes semblables, 

Ci = (P -4- Q)A*snrt dn/7sn'£^cni/ 

— (PA^sn^acnrt 4-0 •— -i-Rsnadnfl)snMdni/ -h Rcn/i en//. 

\ ^ cna / 



-l. 
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Soit maintenant C = S — - - - > celte nouvelle forme de la constante 

2 cn<7 

donnera, après quelques réductions, 

(û — — A - en n su^n en // 

- sn<7 en a o' -f-cn/7f 1 — '^./i-sn-<^/)c?H- k'su^a du a — --7- — snadnrî sn^/dn// 

I ' (in-2rt J 

— cnrt o'' — snadn^ — -, cnrt cnw. 

I lin- 2/^/ J 

Or, en faisant successivement a=^o^ puis a^^k^ on lire de là les 
équations 

cuu z-' — - 1\ cxMi z' — \k' sn-/^cn/^ — sn/^dnwc? -h (ô^- — A-)cn//j r -- o, 
sn u Av\ii z" — ï)n sn ti dn // z! — [en w -f- sn u dn u 0'- j r = o ; 

ce sont précisément les relations en X, et Y, des §§ XXV cl XXVI, en sup- 
posant dans la première c? =:= (?, et dans la seconde ô — — o'j. 

XXXIV. 

Les fonctions doublement périodiques de seconde espèce avec un 
pôle simple, qu'on pourrait nommer unipolaires , doiuient, connue nous 
Tavons vu, la solution découverte par Jacohi du problème de la rotation 
d'un corps autour d'un point fixe, lorsqu'il n'y a point de forces accélé- 
ratrices. Ces mêmes quantités s'offrent encore dans une autre question 
mécanique importante, la recherche de la (igure d'équilibre d'un ressort 
soumis à des forces quelconques, que je vais traiter suceinctement. On sait 
que Buiet a réussi le [)remier à ramener aux quadratures l'expression des 
coordonnées de l'élastique, dans le cas le plus général où la courbe est à 
double courbure [Comples rendus^ t. XVIU, p, 1 n5, et t. XIX, p. i). Son 
analyse et ses résultats ont été immédiatement beaucoup simplifiés |)ar 
Wanizel (*), et j'adopterai la marche de l'énilneut géomètre en me propo- 

(') Wanlzel, enlevé à la Science par une mori promaiurce à Tàgc de trente-sept ans, 
en 1849» *^ laissé d'excelknls travaux, parmi lestjuels un Mémoire extrêmement remar- 
quable sur les nombres incommensurables, public dans le Journal de rjùcole Poly- 
teclinitiuc (t. XV, p. i5i), et une Note sur l'intégration des équations de la courbe élastique 
à double courbure [Comptes rendus, t. XVIII, p. iic)^ ;. 
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sant de conduire la question à son ferme et d'obtenir eiplicitement les 

coordonnées de la courbe en fonction de Tare. Mais d'abord je crois devoir 

considérer le cas particulier où l'élastique est supposée plane et où Ton a, 

en désignant Parc par s {Mécanique de Poisson, t. I, p. 698), 






Soit alors 

X zzin -- yjic^ -^ a^ yjx — X*, ** = - h- Ç-» 

1 4^ 



on obtient facilement 



as = - - > 



de sorte qu'on peut prendre X = sn ( -U s^ étant une constante arbi- 
traire. Mais il est préférable de faire X = sn l î -+- K. ) ; nous parvien- 
drons ainsi à des expressions mieux appropriées au cas important qui a été 
considéré par Poisson, où c est supposé une ligne dont la longueur est 
très grande par rapport à a» j et x. En premier lieu, les formules 

donnent, pour Tabscisse, 

s/47rr7;ï '^ \—r) 



x = a -h 



" d» 



La valeur de l'ordonnée, à savoir 
2c»j = fi^ax - x«) ,fs = f\a* - (ac* -4- a») en» (*-^ + k\] d$, 
s'obtient ensuite immédiatement en employant la relation 

r A*c/i»(2 -f- K)r/2 = yfc»2 -H D, log Al(2),. 

Jq 

Or ces formules conduisent comme il suit aux développements de x 
et / suivant les puissances décroissantes de c. J'emploie à cet effet la série 

j -— Z -|- -; Z -f- Z -f" • • • « 

dnz b I20 

et je remarque qu'en désignant par F,, (*) le coefficient de z'""^', qui est un 
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polynôme de degré 71 en /:-, on a la relation suivante : 

Nous en concluons facilement pour/i pair l'expression 

^„[k) = a„ -4- «, ikk' r -H a^'Jik' ; -:-... -I- a, Jkk' /\ 
et pour n impair, 

Y„{k) = 'k^-k'')[fi,-:-fi,{kk'Y-^ . -:-^„.,[l,k')"-' 



[' 



Cela élanl, les formules 



,* <7Î 



k^'^' ^ i _ _':_ et /•■- - k'' ^ 



4 ibt* ' 'M:^ 

montrent que le terme général F„(X) :;-''^ ', qui est de l'ordre ---> lors- 
qu'on remplace z par — ^^—5 devient, si Ton suppose // impair, de Tordre 
-7;;^^- Nous pourrons donc écrire, en négligeant - dans la parenthèse, 

X = a-{ Lç — c H , — • 



y/4c* — a* a^ 



Remplaçons enfin le facteur ^-^^ par i — g— ' ^'t prenons Sq^=^ a\ il 

viendra, avec le même ordre d'approximation, 

X =^ S Jf^ — rz r — \oa' s — a r -:- i::)rz* ,. 

Le développement de C'j résulte ensuite de Téquation 

; A- cn-(c -rKj^-/:: := — ..- c^ h ^^ — z' ~\ : , . ^ z^ -\ • 

Jq ^ ' 6 0.5 0.0.7 



C-' 

s — a 



mettant— -au lieu de z et déterminant la constante amenée par l'inté- 
c * 

gralion de manière qu'on ait j =^ o pour s — (7, on en tire, par un calcul 

facile, 

:2c' f ^ as' — s^ -f- — ,- —^ [9(5 — ay ~ \L\a'[s — ay -i- i/jorz* j. 

Le second membre, dans cette expression de l'ordonnée, est exact aux 
termes près de Tordre --> comme la valeur trouvée pour Tabscisse. 
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XXXV. 

Les équations différentielles de Télastique, dans le cas le plus général 
où la courbe est à double courbure, se ramènent par un choix conve- 
nable de coordonnées, comme l'a remarqué Wantzel, à la forme suivante, 

où x\ jr\ s', x", y'\ z" désignent les dérivées par rapport à Tare s de 
X, y^ z et a, p, 7 des constantes dont les deux premières sont essentielle- 
ment positives. 

Cela étant, j'observerai en premier lieu que» si on les ajoute après les 
avoir multipliées respectivement, d'abord par a:\ j*', z', puis par x'^j**^ z", 

on obtient 

a(a7'^-f- /* -f- z'^) -+- ^[afy — xf) -f- 72' = o, 

a(;r'a?"-h7y 4- z'z")-4- j3(x"/ — xf) 4- 7Z' = o. 
Or la première de ces relations donne, par la différentiation» 

^tx.'yx'x" -h y y 4- iz'') 4- |3 {x^'y — xy") -hyz'' = o; 

nous avons donc 

x'x"'\-yf'^z'z"=o, 

d'où 

^2 ^y^ -I- jj'â :=: consr., 

et Ton voit que, en prenant la constante égale à l'unité, on satisfera à la 
condition que l'arc 5 soit, comme on l'a admis, la variable indépendante. 

Cela posé, et après avoir écrit les équations précédentes de cette ma- 
nière, 

P ( ^/' — ^y) ^yz'-h a, ]3 {xy — x^'j) = 7 s*', 
j*en déduis 

mais le premier membre, étant écrit ainsi, 

|3[(/z- -f'z')x + {z'x" - z''x')j], 
se réduit à 

^[{ux'-i- ^y)x-^{af- ^x)jr] = ^^[xx' + yf). 
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de sorte que nous avons 

/5(.r.r'4-7/)- A 

puis par Tintégralion, ep désignant par J une constante arbitraire, 

Soit maintenant z' = '^; nous remplacerons le système des équations à 
intégrer parcelles-ci : 

/5(^=-f-.r^)-2[Ç-<J), 
x'- + j'^=i- ;'^ 

Or l'identité 

(x*-f- /-)(a:'^ -+- r'^) = (xj:' + r/'j' -*- [jcy' — x' yf 
donne en premier lieu 

et Ton trouve ensuite facilement 

ces résultats obtenus, les expressions des coordonnées en fonction de Tare 
s'en déduisent comme il suit. 

Soient a, A, c les racines de l'équation 

2f;(Ç-rî)(.->^)-(y? + ar-o. 
de sorte qu'on ait 

Ç'«.= _3fi(Ç-n)(Ç-/;)(?-r). 

Désignons aussi par Ço ""^ des valeurs de Ç, qu'on doit, d'après la condi- 
tion x'^-h r''4- s^= I, supposer comprise entre -f- i et — i. Le facteur |3 
étant positif, comme nous l'avons dit, le polynôme 2|S(Ç— rt)(Ç— A)(Ç — 6') 
sera négiitif en faisant Ç=: ^o* Mais il prend pour Ç = -f- 1 et Ç = — i les 
valeurs positives (y-^^O' ^^ (V"" ^)^' P'^'' conséquent, les racines rt, A, c 
sont réelles, et, si on les suppose rangées par ordre décroissant de grandeur, 
a sera compris entre -f- i et Çoi ^ entre ^o et — i, et c entre — i et — oo . 
Remarcjuons aussi que, ayant pour z—'C un résultat positif, il est nécessaire 
que celte constante ô soit supérieure à a ou comprise entre b et c. Mais la 
relation j:' + /*= 2(Ç — o) montre que la seconde hypothèse est seule 
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possible, car dans la première a;'+^' serait négatif. Cela posé, puisque Ç 
a pour limites a et 6, nous ferons 



soit encore 



A«=^— ^. /fc'»=— % 



a — c a — c 

on aura 

et de Téquation 

Ç"=-2,3{Ç-«)(Ç-6)(Ç-6) 
nous conclurons 



U'2^ (f^I^(,-U^)(,_A-^U^). 



Faisons donc n = k/^— ^i puis, en désignant par s^ une constante 

u = n[S'- s^)^ on aura 

U = snw, Ç = fl— (fl— 6)sn'£<, 
et par conséquent 

2o étant la valeur arbitraire de z pour u = o. 

Considérons, pour obtenir la valeur de x-^-iy^ Texpression 

/' _ >x" » qui en représente la dérivée logarithmique. C'est une fonction 

doublement périodique de la variable tt, ayant pour pôles, d'une part 
u = i¥J et de l'autre les racines de l'équation Ç— (^ = o. Mais des deux 
solutions £1 = =h 0) qu'on en tire, une seule est en effet un pôle, comme le 
montre la relation Ç'«H-(y$ h- «)>= ^^(Ç - Î)(i-Ç*), d'où l'on déduit 

Ç'=±:i(7Î4-a), 

en faisant Ç = d. Il en résulte que, si nous prenons pour a = co la valeur 
Ç'= -f- /(7J4- a), on aura Ç'= — i(yJ-ha) pour «= — », la dérivée 
changeant de signe avec la variable. £n même temps on voit que le résidu 
de la fonction qui correspond au pôle 11= o) est +n; le résidu relatif à 
l'autre pôle u = i¥k! est donc ^ n et, par la décomposition eu éléments 
simples, nous obtenons 

a(; — J) ^L e(/ij "^ H(ii- ùijj* 
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La constante X se détermine en supposant w = o ou Ç = <7, ce qui donne 
immédiatement 



/ == '—. H 

a — 



H 10); 



et l'expression cherchée se conchit de la relation 

D^ ioo f X -^ iri~ - I)„ los; ' œ i / r j ^-^ - a -i- — 

^ ^ ^ n " ^^ ^ ' n eu ll;/t — w 

au moven d'rine fonction doublement périodique de seconde espèce : 

Dans cetle formule, Xq et j*„ désignent les valeurs que prennent xeX ^"pour 
f^ = o; elles sont liées par Téquation 

et ne contiennent, par conséquent, qu'uneseule indéterminée. En y joi}2;nant 
les constantes z^^ Sq et o, on a donc quatre quantités ar])ilraires dnns l'ex- 
pression générale des coordonnées de Télastique. A l'égard de o, nousavons 
vu que sa valeur doit rester comprise entre b et c\ de là lésulte que sn^w, 

déterminé par la formule sn^oj = ^j a pour limites i et jy On peut 

écrire par suite 03 = R H- /'->, u étant réel, et poser 

\ ) * \ 

Changeons / en — /, ce qui change X en — X, on aura 

et ces relations, jointes à celle qui a été précédemment obtenue, à savoir : 






a — [a — c) -' \U'V-\a — c) - 
^ MvJ 'eu 



'\u'- 

— 9 



donnent la solution complète de la question proposée. 
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XXX VI. 

T.es expressions des rnyons de courbure et de torsion, R et r, se cal- 
culent fiicilementy sans qu'il soit besoin d'employer les valeurs des coor- 
données, et comme conséquence immédiate des équations différentielles 

a/y— ^y = OLz' •+■ y. 
On trouve, en effet, après les réductions qui s'offrent d'elles-mêmes, 



I 



puis 



{ajo'-\- 13/)>+ («y- ^xY-\- {oLz'-h yY 



x' x" 



y y y 



t! 



.// 



.w 



= a^(Ç-î)^^(ac^H-7)-ha(/-a»), 



et, par conséquent. 



1 _ ttp(ç~^)— p(g^-f-7)H-a(7»— g') 
r ~" 2i3{Ç — J)-f-7'— a' 

Cette expression dti rayon de torsion conduit naturellement à envisnger 
le cas particulier où elle devient indépendante de Ç et a la valeur cou- 

stante r = -• La condition à remplir à cet effet étant 

2^{a$ -t- 7; — a(7*-— «*) = «» 

je remarque que, en(remplaç«int l'indéterminée Ç par —-9 dans l'égalité 

2p(Ç-J)(i-Ç»)-(7Ç+«)»=-2P(Ç-a){Ç-*)(Ç-c), 
le résultat peut s'écrire ainsi : 

{y^— (x^)[2 ^{aâ -\-y)-- a{y^— a^)]= 2^{y -h aa){y'h ba){y-hca), 

— ^- Mais 

a 



par où l'on voit que l'une des racines a^ b, c est alors égale à 
notre condition donne 



^P 



i3 
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ainsi l'on doit poser 



C? H ^ - = /ï, /^ ou C, 



el voici la conséquence remarquable qui résulle de là. Nous avons trouvé 
tout à riieure 

— = '2fi[a— o — ia — ^)sn^«] -+-7^— a*, 

ou plutôt 

/ 22^ 



or celte expression montre que le premier cas, où Ton suppose 



^ y} — 7' 



doit être rejeté, comme conduisant à une valeur négative pour R^. Mais les 
deux autres peuvent avoir lieu et donnent successivement, en employant 

la valeur du module k^ — > 

a — c 

Le rayon de courbure devient donc, comme les coordonnées elles- 
mêmes, une fonction uniforme de l'arc, en même temps que le rayon de 
torsion prend une valeur constante. Ces circonstances remarquables me 
semblent appeler l'attention sur la courbe qui les présente, mais ce serait 
trop m'étendre d'essayer d'en suivre les conséquences et je reviens à 
mon objet |)rincipal, en donnant une dernière remarque sur la formation 
des équations linéaires d'ordre quelconque dont les intégrales sont des 
fonctions doublement périodiques de seconde espèce, unipolaires ( * . 



('; On doit à M. de Saint- Venant un travail important sur les flexions considérabl«^s 
des verges élastiques, <|ue l'eminent géomètre a publié dans le Journal lic Mat/iê/f/ntif/ncs 
de M. Liouville t. IX, 18 14;, et auquel je dois renvoyer; je citerai aussi, sur la même 
question, un Mémoire récemment publié par M. Adolpli Stecn, sous le titre : Dcr r/asf//.r 
Aune, o^ dcns anvcndclse i bbjnin*^sthcoricn, Copenliai^ue, 1^79. 
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XXXVII. 



Soit, comme au § XXX (p. 79). /(«)= ffl^^e^"^]"; dési- 

gnons par fi[u) ce que devient celle fonction quand on y remplace les 
quantités oi>, X par co/, X,-, nommons enfin fX/et jx^ ses multiplicateurs. Si Ton 
pose 

r=c,/(M)-f-Ca/,{tt)+...+c„/„(tt), 



Téquation différentielle linéaire d'ordre n, admettant cette expression ana- 
lytique pour intégrale» se présente sous la forme suivante : 






/«(«) 

/.'(«) 



y fi» y;(«) • • jm 



= o. 



Diaprés cela, j'observe que, le déterminant étant mis sous la forme 

les coefficients ^i{u) sont des fonctions de seconde espèce, aux multi- 
plicateurs Iitli2'"l^n^ Kf^f'i^At ayant le pôle i/ = o, avec Tordre de 
multiplicité n + i, sauf le premier ^0(^)9 on Tordre de multiplicité est n. 
Cest ce que Ton voit immédiatement en retranchant la seconde colonne 
du déterminantde celles qui suivent, attendu que les différencesyat^l-^-yii''^ 
/i{ti)--J\{u), . . . , ainsi que leurs dérivées, ne sont plus infinies pour 11 = 0. 
Nous pouvons donc poser, comme je Tai fait voir ailleurs {Sur Viniégra" 
lion de V équation différentielle de Lamé, dans le Journal de M. Borchardl, 
t. LXXXIX, p. 10), 

(pju]= ■ .. , — i --• 



0\^ / 



les quantités Go^g^o^^i étant des constantes, puis d'une maniéi*e semblable, 
pour les coefficients suivants : 






♦.» 



Il en résulte qu'en décomposant en éléments simples les quotients -^j^ 
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(jiii sont des fondions tloubh ment périodiques de première espèce, on aura 

l»,//^ A.H'f//— /'/, ' \:lVn~n, A„lViu- fin A.U'u 

=: COnSt. H rr- H : -f- . . . H \ ^ 

«l'û // 1 H w — fl, t H /* — r/î il II - Un 11 if 

avec la condition 

A = — ( A , H- A 2 -f- . . -f- A „ ; . 

c'est donc la gènèraiisiilion du résultat trouvé au ^ XXI (p, loGj pour les 
èf|nations du second ordre, et il est clair qu'on |)eut encore écrire 

'p, // A,sn<7, AjSnrtr, \„snrr„ 

= COllSt. -h ; H 



«l'o n : sn II sn'u — «, > su u su u — a: sn u sri : u — a„ 

I.a détermination des constantes A|, Ao, ..., (pii entrent dans ces ex- 
pressions des coefficients de Téquation linéaire, par la condition que les 
solutions soient «les fonctions unilx)rmes, est une ([ueslion difficile et im- 
portante, que je n'ai pas abordée au delà du cas le plus simple de n nr 2; 
\c me borne à donner la forme analytique générale de ces coefficients et à 
ofjî>erver que, chacune des fonctions//(tt) contenant deux arbitraires, Téqua- 
tion différentielle en renferme en tout 2/1. Les remarques que j'ai à présenter 
ont un autre objet, comme ou va le voir. Je me suis attaché à celte circon- 
stance que préNCnte l'équation de Lamé, y" ^= [ik' sw'^ u -h h)yy de ne 
contenir aucun point à apparence singulière; elle m'a paru dormer l'indi- 
cation d'un type spécial, à distinguer et à caractériser, de manière qu'on 
ait s^*s analogues, si je puis dire, [)Our \\n ordre quelconque. Introduisons 
donc la condition 4>o(/^j = const. pour ameuter la disparition des points 
à apparence singulière // = a^^ a.,, . . . , (J,ii ^^ posons, à cet elfet, les n -f- 1 

conditions 

rt| = o, a., = o^ . . . , a„ = o, ^Q = o. 

» J'observerai, en premier lieu, que, dans ce type particulier d équa- 
tions, le nombre des arbitraires se trouve réduit à 2W — f w -l- i), c'est-à-dire 
Un — I . Je remarque ensuite que, les fonctions i^i{u) ayant toutes les mêmes 
multiplicateurs, ces multiplicateurs seront nécessairement l'unité, puisque 
l'une d'elles, <l\{u)^ est une constante. C'est due qu'elles deviennent des 
fonctions doublement [)ério(liques de première es|)ece, ayant pour pôle 
unique w = o, avec l'ordre de multiplicité maxinuim n -h \ . Nous avons, 
])ar conséquent, l'expression 

i]>.'u) = a -^^^-i--^6D„-V-t- ...-^//D: ^-^, 

^ ^ snw siiUi Sïr// 

que la considération suivante va nous permettre encore de simplifier 
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Et, (l*abord, il résulte des expressions de ^o{u) et 4>,(m), sous forme 
de détermin<ints, qu'on a, en général, 

<p.(«) = -D„*o(«). 
La condition ^o{^) = const. donne donc 

et Ton voit que Téquation d'ordre n, analogue à celle de Lamé, a la (orme 

Je ferai maintenant un nouveau pas en appliquant l'un des beaux 
théorèmes donnés par M. Fuchs, à savoir que le point singulier effectif u = o 
doit être, dans le coefficient $/{«), un pôle dont Tordre de multiplicité ne 
dépasse pas /, pour qne l'intégrale de l'équation différentielle soit une fonc- 
tion uniforme de la variable. On a, en conséquence, les expressions sui- 
vantes des coefficients, en remplaçant u par w-f-iK', afin de nous rappro- 
cher autant que possible de l'équation de Lamé : 

$j(w) = «0 4- a, su^tt, 

$3(w) = /3o-f-^, sn^w-h^aDuSn^tt, 

9^{u) =70-1-7, sn*tt-f- 72D„sn*tt-f- 7,D^sn*ii, 



La question de déterminer les constantes ocqj a,, ..., de manière à 
réaliser complètement la condition que l'intégrale soit une fonction uni- 
forme, offre, comme on le voit, beaucoup d'intérêt. Elle a fait le sujet 
des recherchesd'un jeune géomètre du talent le plus distingué, M. Mittag- 
Li-ffler, professeur à TUniversité d'Helsingfors, et je vais exposer les résul- 
tats auxquels il est parvenu. 

XXXVIIL 

Considérons en premier lieu les équations du troisième ordre, que 
nous savons devoir contenir deux constantes arbitraires. Elles présentent 
deux types distincts, et Tun d'eux, découvert antérieurement par M. Picard, 
a offert le premier et mémorable exemple de l'intégration au moyen des 
fonctions elliptiques d'une équation différentielle d'ordre .supérieur au 
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second f*). C'est l'équation 

/"^(«-GA2sn2//)r'4-^3)=o, 

à laquelle on satisfait de l.i manière suivante. 
Soit 

el posons, comme au § V (p. i3) 

il — k^ sn ^ Cl) ^ — î 

12 , =: k^ sn co en o) du « . 

,, 73 .^ 2,/'-+-/'! 2 n_5.2/'^-7X' 
• » 

de sorte que Ton ail, pour u = /R'-i- c, 

C désignant un facteur constant. Les quantités w et X se déterminent an 
moyen des relations 

3(X^ - 12) -4- a - ii (' I -+- ^-) = o, 
2P — 6Xi> — /ji>, — 1^2 = 0, 

et il a été démontré par M. Picard qu'elles admettent trois systénies de 
solutions, d'où se tirent trois intégrales particulières et par conséquent 
Tinlégrale complète de Téquation considérée. 

Le second type qu'il faut joindre au précédent pour avoir, dans le 
troisième ordre, toutes les équations analogues à celle de Lamé, est 

y"-^ (a — 3/i^ sn-z/)j*'-f-(/3 -h yA^sn'w — 3A^ suucuudnu j = o, 

avec la condition 

3(a — I - /c^ j 4- 7" == o. 

U présente cette circonstance bien remarquable que, dan» les trois 
intégrales particulières, la constante X a la même valeur, à savoir : X= — l • 



(•) Sur une classe (C équations dilfcrcnticllcs Comptes reidus, t. \C, p. 128 . 
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Cela étant, s) s*obtientpar la relation 

2iX*-).(3ft-i-it*)-ft,~j!5 = o. 

En passant maintenant au quatrième ordre, on obtient quatre équa-* 
tiens A, B, C, D avec trois constantes arbitraires, et pour chacune d'elles 
les constantes ca et X se déterminent ainsi que je vais l'indiquer. 

A. 

/^^-h (a — f 2 A* sn'/i)/"-!- Pj'-4- (7 + ÎP sn* w)j = o, 

avec la condition 

aa — 8(1-4- Ar*)-4-î = o. 

Les relations entre a> et X sont 

4X*-X(i2ft-+-d)-8ft, + /3 = o, 

i8X*-3X^{36n-f- 7) - 144X^1 -54ft,-3dû 

-67-25(1 -h A^)4- 16(1-** -f-A^) = o. 

B. 

X^^-h (« — 8A^ sn'tt) 7" H- (^-1-7*' 8n*M — Sk* snu cnudnu)/' 

-H ( J H- fiAr* sn^tt — 7^^ sntt cna dnu)y = o, 
sous les conditions 

4g = 7^, y»4.8y(a_ 2 — a^a)^. ,5|3«--Q 
On a ensuite 

48(X>-Û)-h 1 2X7+ 24a-^ 37'- 64(1-4- **) = o, 

i2.»X*-72oX>n — 96oXn, — 36oft,— 6o(X»-3Xlî-2iî,)7 
-i5(X*-.Û)7^-i2od-io(n-A*)7»-f-64(i-**-hA^) = o. 

C. 
j*^H-(a — 6A*sn*ii)/''H-(i3— i2A'sn«cnttdn«)7'-hf7-t- JA'sn*ii);^ = «, 

avec la relation 

127— î^— 2J[« — 4(n-Ar»)] = o. 

liCs équations en co et X sont 

6(X> - n) + 2a -h i - 4(t -+-A-V) = o, 
2X« - X(612 4- *) — 4n, - i5 = o. 
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D. 

jiv_^ (a — 4 A» sn^wjy H- (i^ 4- 7A- sn^u - 8A^ snucnudnu)^' 



{â -+- ek'sn^u — 8A^sn*f/ -+- 7A- snucnii di\u))' = o. 
On a enire les constantes les deux conciliions 

8 a — 32 ( I -I- A^ ) 4- 4 £ 4- 7^ =^ o, 

4^/5 4_yr£-..4(i +A-=) =0. 

Ce dernier cas présente un second exemple de la circonstance remar- 
quable qui s'est offerte dans l'une des équations du troisième ordre, la 
quantité 1 ayant dans toutes les intégrales particulières la même valeur, à 

savoir X = — X' L'équation en w est ensuite 

4 

90).^ - i5();- ~ Û ;.[3î - 8(1 4- A2 ]- 36oX=iî - 36oXiî, 
— 90Û2— 9^<^ — 3o£(i 4- A^) 4- 16(1 1 4- 4^'+ 1 1 A*) = o. 



XXXIX. 

Les recherches dont je viens d'énoncer succinctement les premiers 
résultats ont été étejidues par INL Mittag-Leffler aux équations linéaires 
d'ordre quelconque, dans un travail qui paraîtra procliainement. Il sera 
ainsi établi que la théorie des fonctions elliptiques conduit aux preniiers 
ty|)es généraux, après celui des équations à coelficients constants, dont la 
solution est connue sous forme explicite, i/équatiou de Lamé 

l)^.j = [n{7i 4-i)A^ sn'jr 4- fijj, 

ayant été l'origine et le point de départ de ces recherches, doit d'autant 
plus appeler notre attention, et j'y reviens |)our aborder un second cas, 
celui de n= 2, en me proposant d'en faire rap[)lication à la théorie du 
pendule. Je traiterai ce cas par une méthode spéciale qtie j'expose avant 
d'arriver au cas général où le nombre n est quelconque», afin de réunir 
divers points de vue sous lesquels peut être traitée la même question. Re- 
prenons à cet effet l'équation considérée au § X\X (p. 79) et dont nous 
avons obtenu la solution complète, à savoir : 



-^9 r sna snh I _^ 

^ I sn M sn // — a snubni u — o \ ^ 



4- 



[Asn« Bsn/> 1 ^^1 
1 , —7- 4 ; C- h = o. 



l io5 ) 
Soil II = .r H- /K', et changeons aussi rr et 6 en n -i- «K'el ô 4- /R', <le 
sorte que les constantes A et B deviennent 

1]= '^ :_C, 

LVquation prendra la forme suivante: 

1^; J' — \ ^ -< 1 ^ Tv D^ T 

'-' I sur/ Ml [x — a] snos\\[.r — b) \ «^ 

(" A sn.r Rsn r i 1 

-4- H 7 77 H 5 L' \y = O, 

et aura pour solution la fonction de seconde espèce 

•^ e(.r) ' 

les quantités oj et X étant déterminées maintenant par les conditions 

* ., sn« ma lin// sn« 

A — (. — — : 1 , 

!in/>i»n(// — bj sn« sn/z$n(/i -i- w) 

^ ^, Hn^ cnbi\nh sx\» 

Xh-(' = -, : ^7-7 h 



snasn'^6 — a] -^nb sii^sri[6 -h w; 

Cela posé, considérons le cas où 6 = — a; on trouve uisémeut, en 
chassant le dénominateur sn'o?— sn^n, Téquation 

(sn-.r — sn*a)DJ/ — 2 sna7cna?dna7Dj.j' 

_j_ sirx 4- — T C^ (sn^it- — sirrz) r = o. 

Particularisons encore davantage et, observant qu'on a 

A = — -h C, 

su 2 a 

faisons disparaître le terme en sn^x tians le coefficient de 7, en posant 

7. en «7 (in a 1 .-, 

= h C. 

sna sn2a 

Ce coefficient se réduis^ant à une constante, Téquatiou précédente devient 

(sn-ar — sn^a)D|^ — 2 sux cnx dux Djc )' 
H- 2[3A'^sn*n — 2(1 -H^'jsn^a -H ij/ = o. 

y/. i4 



( >^>(i ) 



Soit donc, pour un moment, 



<P .r 



sn-.r — sn-rz; 



on voit qu'on peut Técrire ainsi : 



a)(.r)l)-7 — <!>' .r)D,>w-<K'^r/)> ^ o. 



et Ton en conclut, p ir la différenlialion, 



n () 



Ce résultat remarquable donne, en remplaçant D^ r par ;:, 



D 



, f'd/' .r' — <\>" rr' 



: -- C)/i'- sn-.r -h ()/•- sn-a — 4 ~ ^f^' )- 



c'est précisément l'équation de l^amé dans le cas de n = 2, la constante qtii 
y fii^ure étant h = Oli- ^n-a — f\ — /|/-. Nous n'avons donc plus, pour [)ar- 
venir à notre but, qu'à former Tinlégrale de l'équation rn )\ c'e.st-à-dirt^ 
a déterminer les quantités 03 et ). au moyen des équations rapjiclées |dijs 

baut. Introduisons, à cet effet, les conditions /; = — ci, C 



"> rn // (îfw/ 



m:c7 



Ml » 'f 



ou en tirera successivement, en les retrancbant et les ajoutant. 



sn f.) 
Ml/'/ — Ml'c.) 



/ = 



sn'r/ '•'./- sn'-^/ — I — /,' 
on n ilivf/ 

su M en r,i du w 

- • 

sn fi — Ml''.) 



De là nous concluons d'abord, pouroj, les expressions suivantes 



su- r,) = - 



sn '«'/•>/.'- s r r /'/ — I — / • 



('\^' f/ > /, ' snV/ — I 



crro) = — 



\u' 



aw ru —- — 



<lir/7 •>. sr.-r/ - - I 
^/^ snV/ — '21 -}- /»- , MiV/ 



(^u a ensuite 



A — 



sn-'w cn'o) (Ino) 



>/-snV/ — I — / - '•>/. -sîiv/ — I :>. snv/ — 1 



Ml'V/ Ml'O) ^ 



3 /. - Ml v^ — ?. 1-1- / bn- 



/'^ -r- i 



et Ton voit que les constantes sn-oj et X- sont des fonctions ration- 
nelles de sii'a ou de //. INous remarcjuerons en même temps que, snoj 
et, par conséquent, o) ayant deux déterminations égales et de signes con- 



( «07 ) 
traires, le signe de X est donné par celui de eu, en vertu de la relation 

X = *— ; • Aucune ambiguïté ne s'offre donc dans la formule 

^ Hf-r^-.) L-S^L ,.H(x-.) -[a-^^L)]. 

^ 0(-rJ e[.r) 

et Ton en conclut, pour Tintégrale de Téquation de Lamé 

D^7 = {6k^ sn^iT -h 6k^ su^a — 4 — ^k')j, 
Texpression 

-^ **^ e(.r) "* 0(j:) 

Voici les remarques auxquelles elle donne lien. 



XL. 

Nous allons supposer nulle ou infinie la quantité X, en nous pro- 
posant d'étudier les circonstances qu'offre alors la solution de Téquation 
différentielle. 

Et d'abord, on voit, par l'expression de X^, que le premier cas a lieu 
en posant les conditions 

2k^si\^a — I — A*= o, 

a/f* sn^a — i = o, 

nsn^a — I = o, 

qui donnent successivement snci> = o, cnoD = o, dncD = o. Les valeurs 
de (ù qui en résultent, à savoir» &) = o, 6) = K, ci)=:K + iK\ conduisent 
aux solutions considérées par Lamé, qui sont des fonctions doublement 
périodiques de la variable, avec la périodicité caractéristique de snx, 
cniT, dno;. Nous avons, en effet, pour û) = o et w = K : ^=DjpSnjr, 
j-^zD^cnx. Il suffit ensuite d'employer les relations 



li{x'^¥i-r-iK') = e,{x)e 






e{K-MR') ^ 2K' 

pour conclure de la valeur &> = K -h iK' l'expression j' = D^dnx. 



( loS ) 
Sii[)[)osoi]s mainlenant X infini, et soil à cet effet 

en désign:nil une solution de cette équation par a '^- y., je ferai /^/ = a -h /:, 
',, = Mv' + £, les quantités yj et £ étant infiniment petites. D'a|)res la rc- 
ation 

Ml'/'/ f 9 /. - Sll-<7 -- I — /- 



Sl|- (j) = T 



.:> /. - Ml ' a — i> I -h /. - su- a -t- I 

on voit d'abord qu'on aura, en développant en série, 

/v, (j étant des constantes. Cela étant, nous développerons aussi a suivant 
les puissances croissantes des, au moyen de l'expression 

snwcnM(lnw rnîdns i 

sir/'/ - — bi\' ro siiô I — /-'nu'- y. - .-: sii'î 

Or, avant 

en t (In c r i -• / - 

Mi£ 5 > 

r = I -h /"."n-a.i" -r- . ., 



I — X ' sri" c/. i /^ isit- £ 

oti en conclut 



A = -; ^ -1-/'- >h-a .. — )c -I- . . 



■ > 

v3 



Employons maintenant l'équation 

(-77iv '-^^ "" Tr7; "~ Mn^ ~ 7 ~ 7in; "^ l k "" r ~ ) ' "^ ' * ' 
nous obtenons cette ex|)ression, qui est finie, pour ; = o, ^ savoir 

Enfin, j(» remplace, dans la solution de l'équation différentielle, l.i 
(pianlité llf.r-}- /K -^ î |>ar 






/(-) .r -^ £ /' '■' 



I viendi;! ainsi 



> 






( «09 ) 
en fiiisani, pour abréger. 



«I 






Or, en développant suivant les puissances de €, on obtient, si l'on se 
borne anx deux premiers termes. 



c 

il suffira donc de remplacer la constante arbitraire C par ~> |)Oiir avoir 
la limite cherchée, lorsqiTon pose € = o. Nous trouvons ainsi 

où hi constante ^u^oc e>t déterminée par Téquation 

ik' >n*a —2(1-1- A:^jsn*a -h i ~ o. 

Ces deux solutions de Téquation différentielle, réunies à celles qui ont 
été obtenues précédemment^ complètent l'ensemble des cinq solutions de 
Lamé, qui sont des fonctions doublement périodiques, ces deux*^dernières 
ayant, comme on voit, l;i périodicité de sn^x. 



XII. 

La théorie du pendule conique ou du mouvement d*un point pesant 
sur une sphère conduit à une application immédiate de Téquation qui 
vient de nous occuper. Cest M. Tissot qui a le premier traité celle 
question importante, par une analyse semblable à celle de Jacobi dans le 
problème de la rotation, et donné explicitement, en fonction du temps, 
les coordonnées du point mobile [Thèse de Mécnniquey Journal de M, Liou- 
villCf t. XYIl, p. 88). En suivant une autre marche, nous trouvons une 
autre forme analytique de la solution que j*ai indiquée, sans démons- 
tration, dans une Lettre adressée à M. H. Gyidén et publiée dans le Journal 
de Borchardi, t. 85, p. 246. Ces résultats s'ét«blissent de la manière sui- 
vante. 

Soient «r, j', z les coordonnées rectangulaires d'un point pesant, assu- 
jetti à rester sur une sphère de rayon é{^al à Tunité ; les équations du mou- 



( IIO ) 

vcment, ^i l'on désigne par g la pesanteur et N la force accélératrice, 
seront ' * ) 



'(II- 
.l'y 



(li- 

Tir 



- X.^' — (), 



^ \7 



o. 






r^ 



) - — z- --- ï 



Elles donnent d'abord, comme on sait, en désignatit par c v{ l des con- 
stantes . 

•) il i r — /' ^ 



.h ) "" \ Vt ) -^ ' 7//- ) 



clv (h . 



Cela étant, j'emploie la combinaison suivante : 



^r -f /}■ 






. (h \ (I r (h . l <l r <h \ 

i ' z^ .r— -f- r —- 4- / 7- .r - - 






et je remarque que le carré du module du premier membre, 



-mi^i"}, 



s exprnne par 






c 






de sorte qu'on obtient, en l'égalant au carré du module du second membre 



ou bien 






r/:\- 



i^---(;;0']=='(:l)'-'-. 



\ft) ^ ^^^"^ +-6';fl-2%- /-. 



La variable z étant déterminée par cette relation, une première méthode 
pour obtenir les deux autres coordonnées consiste à diviser membre! à 



' , Tmité (le Mccanitiiic de Poisson, t. I, p. )8G 



(.1.) 

membre les équations 

On obtient facilement ainsi les expressions qui conduisent aux résul 
tats de M. Tissot, à savoir : 



puis, en changeant i en — i, 



zdz-^ildt 



/zaz-^u 
^ -j- *j — ^ * " . 

Mais j*opérerai différemment; je déduis d'abord des équationsdifFérentielles, 
el les ajoutant après les avoir multipliées respectivement par x, jr, z, 

dKr d^Y d^z T., 

puis de l'équation de la sphère^ différentiée deux fois. 



d^x d*} d^z 

dt^ -^ dt* ^ dt' 



■= /^'•'•\' ("^rV [dzy 



Mous avons donc 
ety par conséquent. 



or on est ainsi amené à Téquation de Lamé, dans le cas de /? = 2, comme 
nous allons le voir. 

Formons pour cela l'expression de 2« et soit à cet effet 

^g(^^ c)(i ^ z^)^l^ = ^^g[z - a){z « |5)(z - 7), 

ce qui donne les relations suivantes : 

a -i-/3 -+-y =— c, 
ajS -h jSy H- ya = — i , 

/a '* 

On sait que les racines a, /3, 7 sont nécessairement réelles, et qu'en les 



( ÏJ'i ) 

rangeant par ordre décroissant de grandeur a sera positive, ^j positive ou 
négative, el toutes deux moindres en valeur absolue queTunilé, tandis que 
Y sera négative et supérieure à l'unité en valeur absolue. Soit donc 



k'- .^ - ■' 



— 1 

y. - Y 



//—/// — /,,:, 



"=\/".r' 



on aura 

/o étant une constante et le coefficient // étant pris positivement. inlr*)dui- 
sons maintenant la variable h dans l'équation du second ordre», elle de- 
viendra 

<i 
1));(.2- -+- iy " ""; I S^ r/, — '?j)s\\-n - /îa — 'ic\ x -h /ri 

et, en simplifiant, 

D;;(.r -f- ir) :^ (g^-s..-// - :^ '^ ~.^^_^-^'^ ) ' ^^^ -^- ô'^. 

C'est donc l'équation de Lamé dont nous avons donné la solution 
complète au moyen de deux fonctions doublement périodiques de seconde 
espèce à multi|)Ucaleurs réciproques. Or une î»eule de ces fonctions doit 
figurer dans rex|)re^sion de x -f- /}", comme le montre la forn)ulr obtenue 
tout à riieure 

par conséquent, nous pouvons immédiatement écrire 



X -r- /) :^=CD/ - -~ C' " ^ 

OU, sous une autre forme, on modifiant la constante aibitraire, 

... n''olI: // -^ M y ,,V; J " 

maintenant il nous faut déterminer cette constante, ainsi que lestiuantités w 
et ).. 



{ 'I3) 



XLIT. 



Kii posant la condition 



6k*sti'a-/i-/ik'= - a 



a — 2 ]3 — 9. y 



a — V 



«-13 



el employant rcxpressîoii du module A-= _^f , on trouve d'abord 



su'// = 



a — ■ ^ 



De là se tirent ensuite, aptes quelques réductions faciles où Ton Fera 

usage de la relation 

a^3 -}- ISy -h ya = — I , 



les formules suivantes 



su' fi) 



cn^ci) 



clii'w = -h 



X^=- 



y(«-^-v) 

a- V 

(a -+- 3^ (3 - 4-y)(y H- a) 
a — 7 



Gîla étant, nous remarquerons en premier lieu que, d'après les li- 
mites entre lesquelles sont comprises les quantités a, j3, y, on obtient pour 
sn-w et dn'ft) des valeurs positives, tandis que cn^w est négatif. Il en ré- 
sulte que sn'cû est plus grand que Tunité et moindre qt^e ^> de sorte qu'on 

doit supposer 

0) = ± K -h II», 

j étant réel et donné par ces expressions 



dn\u, k) = -, 



?- 



«'(? + 7) 



//. 



IJ 



J'observe ensuite qu'ayant /^^ _ i__ — i_ i^ous pouvons écrire la 
Vil leur de 1? de cette manière : 

2//- 

d'où ron conchil facilement 

. o /\ 

/>. " / ^ * 

J.es consentes h) et ). se trouvent ainsi délerininées, mais senlemenl ;iu 
sii^no |)rès, et deux autres relations sont encore nécessaires pour levt^r 
toute ainl)i^uïlé. La première résulte d'abord de la condition cpii a été 
donnée potu' la solution générale de Téquation de I^amé, à savoir : 

sno) en r.) dn r») 
^\\- a — SI)- M 

et Ton en lire innnédialement 

- I y - - ^:J sn V rn 'a d n '•> 



r/yi 



Nous obtiendrons tout à Tlieure la seconde comme conséquence de Te 
qualion considérée plus liant : 



V ( d.v . {l\ \ (l: . . 



Mais voici d*abord la détermination de la constante A qui entre dans la 
formule 



.r -h ij ~ AD,, 



ir o^ U ff 



O) 



pi » " J 



ro (r) u 

Soit, pour abréger. 



'.) « . 



Désignons p.n^ F, (il) ce que devient cette fonction lorsqu'on cli,u)g(» / 
en — /, et par A, la (juanlilé conjuguée de A, de sorte qu'on ait 

jc' -h iy =: A V'[ii . 

X — iy ^^ A, V^ u \ 
et, [)ar conséquent, 

x--\- J' = AA,l {H^V ,n). 



( 1-5 ) 
Nous supposerons 1/ = o, ce qui donne z = a, clans Téqualiou 

oc''-\-j-^-\- z^=i; il viendra ainsi 

AA,F(o)F,(o)= I - ot\ 
ou encore, au moyen de la condition a/S -+- j3y -hyd = — 1 , 

AA,F(o)F',(o)=-(a-h/3)(a-hy). 
J'emploie maintenant, pour y faire 1/ = o, la relation 

F'iii) _ ir(«4-M) _ B'ju) _ e^>) 
F{tf) ~ H(//-f-w) e[tij e(«] "^ ' 

on en tire d'abord 

F'(o) cnudfift) « 

t^oj snw 

puis, au moyen de la valeur donnée précédemment de X, 

F'io) cnudn'#t a — S , cnuilnu 

\ ^^^^ ^ ' - ^ . - m — 

K ^ o j sn f>t « 

et enfin 



^-i-snwcnwdnw = l r-^su'' w 



F\o) cnudnft» 

F(o) p'/saw 

comme conséquence de la Formule 

a— P 

mais l'expression de F(i/) donne immédiatement 

^ '^ e(o)e(«) * 

et nous en concluons l'expression cherchée, à savoir 

Changeons enfin / en — 1 ; la constante w = ±: K -h / 'j deviendra 

w'=±K-iu; 
on a donc 

siioj' = snu, cn»'dnta'= — cnwdnu, 

et par suite 

F [O) ^,(0) = p^ï— = ^^^^^, 



( ii6 ) 
De celle expression nous lirons 

AA, = u - «y -, 
de sorle qu'on peut écrire 

A — a — 7V'^ 



ç; désie;nant un angle arbilriiire. 



Ce poinl ét^l)!!, je reprends Téquation 



f (/.r . f/r\ f/: .. 

(pii devient, si l'on introduil, au lieu de t, la variable it, 

•^ \ (lu du J (lu II 

i\ \y fais// (). En remarquant qu'alors -^ s'évanouil, on trouve 

« - 7 j-r () l ,()=:- ï 

( e cpii nous mène à chercher la valeur de F", o . Pour cela, je déduis de la 
i(dation employée tout à l'heure 

Vu W U -^ (,) B' // 0' u\ 

V u 11 w T 0); ^// Oi 0) 

la suivante : 

h u \- u sir u 4- 0) 

cl j'en tire d'abord 

F'' o F'- o^ I rn-r.)(ln^.) i 



■ — * 



oi r- o, silo p-ysn-w siro) 

|)uis, après une réduction facile et au moyen de la valeur obtenue pour 
Ffo), 

> / sn w 



F"'o = - 



y. a — 



Celte expression restant la même lorsqu'on change / en — /, nous pou- 
vons écrire 

--^ , - 1 k sn f.) 

F (O -— - -- — 9 

* ' 9. V. — y j 



I 



1 I 
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er, comme on a déjà Ironvp 

... / , Â cn6> ()n«> 

r'fo = — , 

lions en concluons 

^ ^ *^ ' ap7(« — 7) 

et, en employant la valeur de A', Téquation suiv;)nle : 

(a - v)^F (o) V^{o^) = — = -. 

Si on se rapproche maintenant de la relation déjà donnée 

^ fa — jSWnM.cnu (lnr#i 
A = T ' 

on trouve immédiatement 

c'est le résultat que j'ai principalement en vue d obtenir, afin d'avoir la dé- 
termination précise de la constante X, qui n'était encore connue qu'au 
signe près. 

En dernier lieu, et à l'égard de a),on remarquera que la fonction F{u) 
change seulement de signe ou se reproduit quand on met u + sK et 
CD -f- ^îK' à la place de u. Et comme on peut obtenir un tel changement 
de signe pour la valeur de x -+- ijr^ en remplaçant f par f + 7r dans l'argu- 
ment du facteur constant A^il en résulte qu'il est permisde faire u = K-i- /u, 
au lieu de &> = ±: R + lu, et de déterminer une valeur de u, comprise entre 
-K'et-hK'. 

Or, de la relation 

se tirent deux valeurs égales et de signes contraires de cette quantité entre 
lesquelles il reste à choisir. C'est à quoi Ton parvient au moyen de la con- 
dition 

U (« — ^] <niucnu(in»« 

1 n «p7 

qui prend, si Ton y fait ci> = R + <u, la forme suivante, 



( n.S ^ 

n\\ Y élaiil iu''i;aîif, oti voit ainsi que u aura le signe de / ou un signe con- 
traire, suivant que la racine moyenne fj sera positive ou négative. Dans le 
cas de fi = o, on a donc 

et, par suite. 

l !/ — À l),,r ■" cwn : 

c'est un exemple de ces fonctions particidieres de seconde espèce qui ont 
été considérées par M. Miltag-r^effler dans un article inlitidé, Sitr It's fonc- 
tions flouhicnicnl j)i'iioilf(jHes Je sa onde esf)èce i Comptes rendus, t . XC^ p. 177. 



\L1II. 
Je terminerai par une remarque sur réquation 



o, 

rpii exprime que les coordonnées .r et v se reproduisent sauf le signe, lors- 
f|u'on change u en // -f 2R Soit ,> ^ R -h iv et posons 

i n.V r- - -I- , . ; 

^ ^ // H K H- / -J 

cette fonction 11 ,1/), évidemment réellcf finie et continue pour toute valeur 
réelle de y, a pour dérivée rex|)ression 

ir v] = - A- M.-[ R -T- /u , 

(pii est toujours négative. On a, en effet, 

J ; A - R , 



comme consé([uence des formules 



R 



\ ^ I — Jc- i - L- X 



- ) 



et Ton sait d'ailleius que sn'^;R -/i>) est supérieur a l'unité. La font - 
tion 11(1»), étant décroissante, ne ])eut s'évanouir (piune fois; or on a, (u 
désignant par a \\x\ nombre entier, 

(-)' K -f- 2/V/K' ia- 

C-) Iv -r- 1 ta \<r "" ÏT' 



n(o) = i. n(2«K') ' "" 



( "9) 

et par conséquent 

Nous établissons ainsi l'existrnce d'une racine, puisqu'on peut ciisposer 
(le a de manière que =- soit de signe contraire à -• Mais c'est en dé- 
terminant les quantités c et / qu'il serait surtout important d'obtenir les 
cas où le mouvement du pendule est périodique, ces constantes repré- 
sentant les éléments essentiels de la question. N'ayant pu surmonter les 
difficultés qui s'offrent alors, je me borne à donner de 1 équation précé- 
dente une transformée où ces constantes se trouvent plus explicitement en 
évidence. Soit, à cet effet, 

on aura, en premier lieu, 






on trouvera ensuite 

2 = a — (a — [4; sn^oj = — afiy, 



d'où 



w= I 1 / A*'sira7rte= I — - 



Enfin, en partageant l'intervalle compris entre les limites, en deux parties, 
l'une de — a|3y à /3, et l'autre de ^ à a, I équation se présentera, après 
une réduction facile, sous la forme suivante : 

La qutstion qui vient d'éire traitée teimine les applications à la Mé- 
canique que j'ai annoncées au commencement de ce iravail, et j'arrive 
maintenant, pour la considérer dans toute sa généralité, à l'équation 

D^j = [/«(/i -h ))/i^ sn^x -t- //j r, 

dont la solution n'a encore été obtenue que pour /i = i et /i = 2, Au moyen 
des méthodes de M. Fuclis, permettant de reconnaître que l'intégrale 
est une fonction uniforme de la variable, et de Timportante proposition de 
M, Picard, que cette intégrale est dès lors une fonction doublement pé- 
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riodique de seconde espèce, la solution de l'éqiiiition de Lamé est donnée 
directement par l'application de principes généraux s'appliquant aux équa- 
tions linéaires d'un ordre quelconque. J'exposerai néanmoins une méthode 
indépendante de ces princi|)es; je m'attacherai ensuite, et ce sera mon prin- 
cip:d but, à la question difficile de Li détermination, sous forme entièn»- 
menl explicite, des éléments de la solution. La considération du déve- 
loppement en série, qu'on lire de rét|uaiiorj proposée lorsqu'on suppose 
X /K'-l- c, aura, dans ce qui va suivre, une grande im|)ortance; voici, 
en premier lieu, comment on l'obtient. 



\.\\\ 



Soit, poui' abréger, 



M|- l 



() 



vV. r — 



s,l 



les expressions des premiers coefficienls étant 



•î. 



y., = 



V, = 



I - /. - 
3 

9. ._ w.-' - 3/'» • 
"675 



7. /. '• 

— « 



Je dis qu'on vérifie l'équation 



D- ) = 



// tl i I 



t-// 



.•»ri- 5 



rn posant 



6 



N 



n - Il 



La substitution donne en effet les conditions 



s 



Il ■> 



n 



3 // - [\ lin "" ///^ -^ n n -^ I //o -^- v,,//, -^ ^'j , 



et nous allons voir qu'elles déterminent de proche en proche les coefli 
cients/^,, //., Mettons-les d'abord sous une forme plus simple; en élimi 
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nant la quantité h au moyen de la première, on aura, après une réduction 
facile, 

/(2/1 — 2/ 4- 1) A, = (2/1 — i)A|A/«|-t- m[s^hi^^'\' s^hi^T^ -h ..-h J/_,), 

où j'ai écrit, pour abréger, 7i{n -h i) = 2/w. 

Or, le facteur in — 21 -h i ne pouvant jamais être nul, on voit que le 
coefficient de rang quelconque A,- s'obtient au moyen des précédents, ///_,, 
A,_2, — En particulier, on trouve 



_ (a/>~-t)/i« 

^*2 — TTZZ ôT 



mSi 



^[2,11 — 3) i[2.n — 3) 



6(2/1 — 3)(2/î — 5) 6(^/1 — 3)(2/i — 5) 3(2/1 — 5) 

Ce premier développement obtenu, nous en concluons immédiate- 
ment un second. Effectivement, le coefficient n[n -f- 1 ) ne change pas si Ton 
remplace n par — (/i -h i ), de sorte qu'en désignant par h\ , Aj, ... ce que 
deviennent A,, A3, ... par ce changement, Téquation différentielle sera de 
même satisfaite en prenant 

ou bien 

^ = 6«-»(n- //>•-' + A',e* +.. .). 

Je remarque enfin qu'en substituant dans l'expression 



•>■•/- ['-^ - *]r 



la partie de la première série représentée par 

I ^, hi 

tous les termes en -j^y — » • • • j ^__,.^, disparaissent, de sorte que le résultat 
ordonné suivant les puissances croissantes de € commence par un terme en 
-j^-ii* On en conclut qu'en supposant /i pair et égala 2v, ou bien //=^2v— i, 

on n'aura aucun terme en -» si l'on prend dans le premier cas 

r = i?; + péî + • • • + -T^ + /'v. 
H. 16 
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el dans le second 

/ . 1 i — I . 1 1 — .t - ' 

es & 

(le point établi, nous obtenons facilement, comme on va le voir, la solution 
ij;énérale de l'équation de Lamé. 



XLV. 

Je considère l'élément sim[)le des fonctions doublement périodiques 
de seconde espèce, en le prenant sous la forme suivante : 

on Ton a, comme au § V, 



W 1 < 1 1 . , I ~< I 



l.e résidu qui correspoiul au pôle unique .x' /K' sera ainsi ét2;al à 
l'unité, et nous pourrons écrire 

J {iK' -i- cy -- - H- H^, -H H, £ -f- . . . -h H^£' -i- — 

c 

delà posé, je disque les expressions 

satisferont, suivant les cas de w= 2v et ti =^ 2J — i, à l'équation diffé- 
rentielle en déterminant convenablement les constantes w et )>. 

Pour le démontrer, je remarque que, si Ton pose .r = zR'-f-s, les 

parties principales de leurs développements proviendront du seul terme - 
(|ui entre dans /^(/R'-i- e), et seront, par conséquent, 



a 



et 



r- . . . -\- 



:-'-• 6^* • 



( -aB) 
Disposons maintenant de co et X, de telle sorte que dans le premier 
cas le terme constant soit égal à h^ et le coefficient de £, dans le suivant, 
égal à zéro; nous poserons pour cela les conditions 

Hj^^, -f- A| Hj^_3 -h AjHj^^j -f- . . . -h Av-, H, -f- Av ^ o, 
avHav-f- (2v — 2)Â,Il2v-2-^ (2v — 4)^2^27-4 -+-...-+- 2A^,H2= o. 

Et semblablementy dans le second cas, faisons en sorte que le terme con- 
stant soit nul et le coefficient de s égal à 7/^, en écrivant 

"2V-2 '^' "I "2v-4 "+" "7 "2v— fl -4- • • . -f- Ay_, Hj, = o, 

(2v ~ i)n2v- 4 -^- (2v — 3)/i,H2v-3 -h . . . -f- //v-i H, — Av = o. 
On a donc ces deux développements, à savoir : 

puis 

F(/K' -I- e) = -j^ + -^ -h ... -h — -h //v6 -f- ... ; 

il en résulte que les deux fonctions doublement périodiques de seconde 

espèce 

D^Fto-) - [n{n -h !)A-* sn^x 4- h]F{x), 

étant finies poiu* jc = iK% sont par conséquent nulles. Nous avons ainsi 
démontré que l'équation se trouve vériBée en faisantes F(a?), de so^re 
que Texpression 

j = C¥{x)-hCF{^x) 



h -I- 

» • y I • • • • 



en donne l'intégrale générale. 



XI.VI. 



La question qui s'offre maintenant est d'obtenir cj et X an moyen des 
relations précédentes, qui sont algébriques en snci> et \. Or, on est de la 
sorte amené à un problème d'Algèbre dont la difficnliésemontreau premier 
coup d'œil et résulte de la complication des coefficients Ho, H|, .... 

Revenons, en effet, au développement déjà donné § V, à savoir : 



où Ton a 
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il ^ ^ SWfn ^- ~ o ' 

1>, A"- sno) cnw dn&), 

i>o -A'^siVw — ., sn-^,)— 7. — 9 

il^ A" snoj cno) tin co ( A' sn^o ^~" 



Les coefficienls Ho, Hf, ... résultant do l'idenlité 



I 



K» 



sptont 



H„î -I-.,. =('n-).£-i- ^ +...)(^: - ^03 - ...) 
11,,= )., 

]],=: -^!l'- 6iî).-- 8i>,X- 3i},;, 



et Ton voit que, H,^ étant du degré n -+- i en X, l'une de nos deux équations 
est, par rapport à cette qtiantité, du dogré /z, et la seconde du degré /z -f- i . 
A regard de snw, une nouvelle complication se présente en raison du 
facteur irrationnel cno.)dno}, qui entre dans iî,, il,, iij, . . . ; aussi parait- 
il impossible de conclure de leur forme actuelle qu'elles ne donnent 
pour X- et siï'^o) qu'une seule et luiique détermination. Et si Ton con- 
sidère ces quantités comme des coordoniiées, en se plaçant au point de 
vue de la Géométrie, on verra aisément que les courbes re|)résentées par 
nos deux équations n'ont aucun point d'intersection indépendant de la 
constante h qui entre sous forme rationnelle et entière dans les coeffi- 
cients. Il n'est donc pas possible d'employer les méthodes si simples de 
Clebsch et de Cliasles qui peiniettent de reconnaître, a priori et sans calcul, 
que les points d'un lieu géométrique se déterminent individuellement en 
fonction d'un paramètre. Le cas de n = 3, qui sera traité tout à l'heure, 
fera voir en effet que les uitersections des deux courbes se trouvent, à 
l'exception d'une seuk% rejetées à l'infini. Mais, avant d'y arriver, je ferai 
encore cette remarque, qu'on peut joindre aux équations déjà obtenues 
une infinité d'autres, dont voici l'origine. 
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Nous avons vu au § XLIY que Téquation de Lamé donne, en faisant 
x= iR -h 6, ces deux développements, à savoir : 

I /il /i. 

Il en résulte que, si Ton pose de même x= /K'-i- e dans la solution repré- 
sentée par F(x], nous aurons, en désignant par C une constante dont on 
obtiendra bientôt la valeur, 

On peut done identifier ce développement avec celui que donnent l'une oi 
l'autre des deux formules 

^ ^ r(2v — i) ' r(2v — 3) ^ '"^ ^ ^ 

lorsqu'on pose x = iK'+ £.-BomonsnouSy pour abréger, au cas de n = 2y, 
et représentons la partie qui procède, suivant les puissances positives de £, 
par 



On trouve facilement, si Ton écrit 

mi m — II. . . ( m — I 4- I ) 
m: = — ^^ •' » 

I .2. . .1 

l'expression 

^1= — {i -f- 2v — i)i H,V2>-, — (« -H av — 3)A, H^^av-a 

Nous aurons donc, pour i = i , 3, 5, , . ., 2v — i, les équations 
on trouvera ensuite, pour les valeurs paires de l'indice, 

^21= ^/-hv> 
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et fiifin, pour les valcMirs impaires sii|)érieures à 2v— i, 

Telles sont les relations, en nombre illimité, qui doivent toutes résulter- 
(les deux que nous avons données en premier lieu, à savoir : 

on est amené ainsi à se demander si leurs premiers membres, f^^i^oi — /^-h^ 
i)2/^2/-h« — C//^, ne s'exprimeraient point, sous forme rationnelle et entière, 
par les fonctions i^, et £)q — h,,. Mais je laisserai entièrement de roté celte 
(juestion difficile, et j'arrive immédiatement à la résolution des équations 
relatives au cas de 7? = 3. 

XLVll. 

Ces équations ont été données au § XXKV, et sont 

Ilo -h //, Hy — o, 
3ll3-f-//, H, =:/?,. 

Si Ton met en évidence les quantités O, et qu'on lasse //, = -? ce qui 
donne 

24 

elles prennent la forme suivante : 

À^ — 3î]). — 2i}, -4- 3Z). : o, 
)/• __ 8ÛA^- 8i),X- 3l>,-h 2/>.--= ^^f - 85,. 

Cela étant, j'emploie ces identités, à savoir : 

12^ — 12, - 4. y,, 

et je remarque qu'on en tire, par l'élimination de û, et 12,, deux équations 
du second degré en 12. Mais il convient d'introduire H, au lieu de 12; en 
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faisant alors, pour un moment, 

ces relations seront 

36HÎ - la/H, -+- 36/X* -h 5/* - 4^ = o, 
72/H; - 6(5/^- a)n, + 72/n*^ - A = o. 

Eliminons X^, elles donnent immé liatement 

„ lo/* — 3a/ — ^ 

nous obtenons ensuite 

"" 36/(/« — a)« ' 

ou bien 

"" 36/(/*— «)*' 
si l'on pose, pour abréger, 

rp{l) = 1251^ - 2ïoal' - 22bl* -h g^aU^ -h iSabl -h b^ - /^a\ 

soit encore 

ij^(/) = 5/* -{- 6a/* -loW»- 3a* /^ 4-6^6/4-6^-4/1» 
= y(/)-ia/(/*~a)(io/»-8a/-6); 

de la relation X* — a H, = û ou conclura : 



îî = A:'sn*&) — 



14 k* _ +(/) 



36/(/» — «)• 



Enfin j'observe quon déduit des équations proposées la valeur de Û, 
exprimée en il et X, par cette formule, 

aû, = (X*-3Q4-3/)X; 
faisant donc 

^{l) = /• - 6al* ^- 46/» - 3a»/* - 6*-4- 4a% 

nous parvenons encore à la relation 

iî, = A* sn G) en Cl) dn G») = — 



x(0^ 



36/(/»— «;* 
Le signe de X se trouve ainsi déterminé par celui de co, et la solution 
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complète de l'équation de Lamé dans le c;is de /^ ~ 3 est obtenue sans 
aucune .anbiguïlé au moyen de la fonction 

Il .r-f-o)l [' l^]' 

— - - - c^ ^ . 

On n'a toutefois pas n)is en évidence dans les formules précédentes les 
valeurs de la constante / qui dotuient les solutions doublement pério- 
diques, ou les fonctions pnrliculières de seconde espèce de M. Miltag- 
Lefder, comme nous l'avons fait dans le cas de ?2 = 2. 

Voici, dans ce btit, les nouvelles expressions qu'on en déduit. 

I^osons, en |)remier lieu, 

P:^5/-- ';t(i + A*-)/-3(i~ /.')\ 
Q== 5/- -2(1 - iU-)/-;i, 

S r= 'iG /, 
et, d'autre part, 

B r= /- - ( I ^ 2/r)l-^ :){k- - k'), 

on aura 

. , _ PQR 

A — — 9 



SD 

/ o o * -» 

A'^cn^o) = -f- |j^, 

dn-co = -f- — ,î 

et enfin, pour établir la correspondance des signes entre o> et a, l'équa- 
tion 

,.. , ABC) 

k' su (o en 0) un o) =1 — civ" ' 

Cela étant, ce sont les conditions P == o, Q = o, R z= o, 8 = qui 
donnent les solutions doublement périodiques, au nombre de sept, tandis 
qu'on obtient les fonctions de M. Miltag-Leffler en posant A = o, R = o, 
(', = o, D = o. Mais je laisse de côté l'étude détaillée de ces formules, en 
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me bornant à la remarque suivante, sur laquelle je reviendrai plus tard. 
Exprimons les quantités A*sn*w, A'cn*w, dn'w, en parlant de l'équation 

« su w — — „ — — — — , 

3 3o/(/* — a)* 

de cette nouvelle manière, à savoir : 

^ ^" " 36/( /'-«)' ♦ 

.ln»M - ia/(/'-<7)'(^-X-')-H,(/) 
^" " 36/(/'-«)« 

On conclura facilement de I égalité 

A-sn»cocn»«dn»a, = ^-3^i^]j^i^. 
la relatif n que voici : 

Or elle conduit à cette conséquence, qu'en posant 

^~" l2/(/*— ||)«' 

on a 






) 



c*est donc un exemple de réduction d'une intégrale hyperelliptique de se- 
conde classe à l'intégrale elliptique de première espèce. 



XLVUI. 

La méthode générale que je vais exposer maintenant pour la détermi- 
nation des constantes gi) etX repose principalement sur la considération du 
produit des solutions de Téquation de Lamé, qui viennent d'être repré- 
sentées par T{x) et F(— x). Et, d^abord, on remarquera que, ayant 

¥{30 -h 2K)= fJiF(x), 
//. 17 
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et, par suite, 

F(-.r-- 2Kj -^ - V{-x), 

F; -— :r — 2/Iv' ) =: - 1\— x), 

ce produit est une foiiclion doublement périodique de première espèce, 
c|ui a pour pôle unique .r == /R'. Voici, en conséquence, comment s'ob- 
tient son expression sous forme entièrement explicite. 
Soit 

le Hicteur p/ ayant été introduit, pour pouvoir écrire 

Cela élant et posant, pour abréger, 

,, î //| //. 

S — ■ — h — -h • • • » 

j)ous aurons 

F(/Iv'-|-£) =:S-i-S,, 

F(/Iv'- £) = (-i;(S-^S, , 
d'où, par conséquent, 

On voit ainsi que la partie principale de dévelop[)ement suivant les puis- 
sances croissanles de s est donnée par le premier terme S-, et ne dépend 
point de la constante C, entrant dans le scc(ind terme, que nous ne con- 
naissons pas encore. Faisons donc 



A I A ., A „ _ 1 



s- ^ ;,7, + 'tt,--. + p—, H H -., 

S e S - 

les coefticienls A,, A^, . .. seroïil 

A, =2//,, 

\o -- 2//2 -h //J, 
A3 =z 2 7/3 4-2//, //o. 



et l'on en coucliit que, //^ élant un polynôme de degré / en //,, il en est de 
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même, en général , pour nn coefficient de rang quelconque A,-. Maintenant 
l'expression cherchée découle de la formule de décomposition en éléments 
simples, qui a été donnée au § II. Nous obtenons ainsi 

D.«-.r?^'i D—r^ D^-r-'^i 

^ ^ V[ifi) * r(2//— a) ^ r^2// — 4) 



La relation élémentaire 

&'i^] J 



Q^(-^) _ J p ..2 



donnera ensuite, sous une autre forme, en désignant par A une nouvelle 
constante, 

^ '^ ^(^'O r(2/î — 2) - r(2/ï — 4) 

-I- A^_,(A'^sn'a?) -h A. 

Pour la déterminer, nous emploierons, en outre de la partie principale de 
la série S^, le terme indépendant de £, qui sera désigné par A„. En dédui- 
sant ce même terme de l'expression de 0(x), et se rappelant qu'on a fait 

r~ — "T ~T" Sa -t~ Se £ -f- • . . 'T~ S;S "t~ • ■ • ^ 
sirc c* 

nous trouvons immédiatement 

A — A„ A„,,Jo An-2 3 ^'2/i-.3 2/1 -I 

Beaucoup d'autres expressions s'obtiennent par un procédé semblable 
en fonction linéaire de dérivées successives de k^ sn^ ar, celles-ci, par exemple, 

D;F(a-).DÎF(-x)/ 

que je vais considérer dans le cas particulier de û: = i , /3 = i. 
Soit alors 

et désignons par S' et S'^ les dérivées par rapport à £ des séries S et S, , de 

sorte qu'on ait \ 

F(/K'+£) = S'-J-S',, 
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De la relation 

'I),(/K'-4- ;; = :- r)"^' F'(/R'-f- c)F'(/K'- c\ 

on conclura celte expression, savoir 

<I',(/R'-K c =S'-- S',-. 
Faisant donc, comme tout à l'heure, 

S'^ = ^^ + -5i + -"- -4- ....+- !!^ -^ p, . + 



c e, 



on le coefficient B, est encore nn |)olvnoiije en //, de degré /, nous aurons 

(1), .r = //- • 4- r,, -' -- 



H. — - — -h ... -h !>,,! A" sir.r ) -f- B, 



et la constante sera donnée par la formule 



•*"i i> -^'/i- I . -1 ■*-•/ 



J'envisage entin le déterminant fonctionnel formé avec les solutions 

V[x) et Fi — x) de Téquation de Lamé, et je pose 

i\\Ax) = (- i)"^'/7;[F(.r)P(-.r) 4- F'(x;F(^.rjJ. 

La relation suivante, qui s'obtient aisément, et dont le second membre 
ne contient que des termes entiers en =, à savoir 

<I),;/R'+ c -- 2(SS; -S'S,) =T -2 y.n -h \ ;(]-{- ..., 

donne, comme on le voit, la proposition bien connue que cette fonction 
est constante; nous allons en obtenir la valeur en la mettant sous la forme 

que nous garderons désormais. 

KLIX. 
J'observe, à cet effet, que de Fidentilé 

on conclut immédiatement, entre les fonctions dont il vient d'être ques- 
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tion, la relation suivante 

^4)'^(/K'+£) = i$^(iK'-h £) -H $(/K'+ £)4>,(iR'-f £) 
et, par conséquent, 

Elle fait voir qu'en attribuant à la variable une valeur particulière, en 
supposant, par exemple, x = o, N s'obtient comme un polynôme entier 
en A, du degré 2/1 -♦- i, puisque cette quantité enire, comme on Ta vu, 
au degré n dans ^(.r), et au degré n + i dans $1 [x). Ce point établi, nous 
remarquons que, en posant la condition N = o, le déterminant fonctionnel 

$a(j:) est nul, de sorte que le quotient _ ' . se réduit alors à une con- 
stante. Désignons-la pour un instant par A, on voit que le changement de 
X en — X donne A = — ; on a donc A = ± i, et, par conséquent, 

F(-a:) = it F(x). 

» 

Remplaçons ensuite x par x-\- 2K et jc -f- 21R': le quotient se repro- 
duit multiplié par fx* et fji'^; ainsi il faut poser [;.*= i, fjL'*= r, c'est-à-dire 
fji=iti, fi'=± I. 

La condition N = o détermine donc les valeurs de hj pour lesquelles 
l'équation de Lamé est vérifiée par des fonctions doublement périodiques. 
Ce sont ces solutions» auxquelles est attaché à jamais le nom du grand 
géomètre, et dont les propriétés lui ont permis de traiter pour la pre- 
mière fois le problème difficile de la détermination des températures d'un 
ellipsoïde, lorsque Ton donne en chaque point la température de la sur- 
face. Elles s'offrent en ce moment comme un cas singulier de l'équation 
différentielle, où l'intégrale cesse d'être représentée par la formule 

r = CF(a7)-*-(/F(-a?) 

et subit un changement de forme analytique. Je me borne à les signaler 
sous ce point de vue, devant bientôt y revenir, et je reprends, pour en 
tirer une nouvelle conséquence, l'équation 

itp'2(a:) = N -♦-$(x)*,(x). 

Introduisons sn^x pour variable, en posant sn'j;= t\ on voit que 
^[x) et <^^(x)^ ne contenant que des dérivées d'ordre pair desn^a?, de- 
viendront des polynômes entiers en t des degrés « et /i + i , que je dési- 
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jînerai par Ut) et 1I,(/ » Soit encore 

R{/) 3r i'i - t] \ -k't): 

la relation considérée prend celle forme 

R(/}ir-'/' --N ^ ll(/)n,(/); 

et voici la remarque, importante |)onr notre objet, à laquelle elle donne 
lieu. 

Développons la fonction rationnelle en fraction continue, et dis- 

tinguons, dans la série des réduites, celle dont le dénominateur est du 
degré v, dans les deux cas de n = 2V et /2 = 2v — i. Si on la représente 

par —1 le développement, suivant les puissances décroissantes de t, de la 

différence 

n' / ^ , 



• ■ 



commencera ainsi par un terme en —_^;^ <>t, en posant 

on voit que, dans le premier cas, ,[> /) sera un polynôme de degré v — r, 
et, dans le second, de degré v — 2. Cela étant, je considère Texpression 
suivante 

on trouve d'abord aisément, en employant la relation proposée et la valeur 
de 'l(^), qu'elle devieîU 

et contient, par conséquent, en facteur, le polynôme 11(0- ^" vérifie en- 
suite qu'elle est de degré n -+- 1 en /, dans les deux cas de n= 2V et 
« = 2v — I ; nous pouvons ainsi poser 

el nous allons voir que oj est donné par la formule 

sn'o) — —9 






où le second membre est une fonction rationnelle de h 
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L. 



Considérons dans ce but une nouvelle fouction doublement pério- 
dique déBnie de la manière suivante 

en faisant toujours 

de sorte que les deux facleursy^— a?) et F (a?) soient encore des fonctions de 
seconde espèce k multiplicateurs réciproques. Nous aurons d*abord 

et, en employant l'égalité, qu'il est facile d'établir : 

|j.'/(j:)y(-— x) = — P(sn^x — sn^to), 
on parvient à cette relation 

y(a;)4^(— a:) = (-i)«-»-'it''(sn'x — sn^a))0(x), 

dont on va voir l'importance. Formons à cet effet l'expression de^^{x) 
qui s'obtiendra sous forme linéaire au moyen des dérivées successives 
de k^sn^Xf puisque cette fonction, comme celles qui ont été précédem- 
ment introduites, a pour seul pôle x = iK'. Nous déduirons pour cela un 
développement, suivant les puissances croissantes de £, de l'équation 

y(/K'-h£)= -/(iR'- £)F(/K'-+-ê) 

développement que je représenterai par la formule 

en posant 

et nous observerons immédiatement que cette série ne contient point le 
terme -^^- On a effectivement, pour /i = a v, 

«/i-i = Hav-i 4- f^^ H2V-3 4" ff'i II2V-5 -T- . . . -f- //y-i IIi -h ^vi 

puis, en supposant /i == 2v — 1, 
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()v on voit que, d'après les étjuations obtenues pour la délennination de o) 
et X, au § Xr.V, le coefficient «,,_, est luil dans les deux cas. La pariit» 
principale du développement de ^i\ /R'-l- c), à laquelle nous joindrons le 
ternie indépendant de £, est donc 



I y,) y-' ^,. _o 



On en conclut, quand n = :>. v, 






r 2v i- 1 *^ I' ». 



V 



r; 2v — I 
la constante ayant pour valeur 



— a, —-- ^ h ... H- a._>v-2(^*"î»ï» ^) -î- (Z» 






•<i v, , 



^ ^2v ^'Jv 2 ^lî'; '4 '«>' • ■ • ~"~~ {) 



?.v - I 

puis, dans le cas de 7i - - 2V — i , 

-T- a, — -, .,— — ... -h ^ov-jy»"' sir X j -h a. 

1 '.> V - - O I 

en |)osant 



(/. ^jv-l ^-2^-3 ^^0 ^2V- 5 •) • • • ^ 



^1 V,., .v,_, 






Soit maintenant sn-ar- /; les expressions auxquelles nous venons de 
parvenir prendront celte nouvelle forme, à savoir 



où G(^) et G|(/) soni des polynômes entiers en ^ des degrés v et v — i dans 
le premier cas^ v et v — 2 dans le second. Observons aussi que, le radical 

\K(^^ ) cbangeant de signe avecx, d'après la condition 

i H ( / = sn a* en :r d n j:, 
on aura 

nous concluons donc de l'égalité donnée plus haut 
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la suivante : 

G»(/)-R(/)GJ(0=(-l)"^'>fc'(f-5ii^a))n(0. 

Celle forme (le relation est bien connue par le théorème d'Abel pour l'ad- 
dition des intégrales elliptiques, et Ton sait que les polynômes G(/)9 
G, (/), étant des degrés donnés tout à l'heure, se trouvent, à un facteur 
constant près, déterminés par la condition que l'expression 

G^(/)-R(OGÎ(0 

soit divisible par n(^). Il suffît, par conséquent, de nous reporter à l'équa- 
tion obtenue au § XLIX, à savoir : 

pour en conclure le résultat que nous avons annoncé 

sn^o) = ^. 
8 

Mais nous voyons, de plus, qu'on peut poser 

(, [G(0 + VÏÏ(7] G,(/)] = v^9(0 + siW,m^ 

û désignant une constante. Voici maintenant les conséquences à tirer de 
cette relation. 

Je supposerai que Ton ait ^i = 2v; les polynômes (p{t) et ^(<), dont 
les coefficienis doivent être regardés comme connus et, si Ton veut, ex- 
primés sous forme entière en A, seront alors des degrés v et v — i. Cela 
étant, revenons à la variable primitive en faisant t = sn^Xj on pourra 

mettre \/K(^) ^{t) et (p{t) sous la forme suivante, à savoir : 

i/Ui n à[t) = — a •"^,, ' ^ , — a' --;,-^ .-^ — . . . 

ç[t) = ^b-^^. — : ^ 4- b'-'l.^ — . ^ H-.... 

Nous aurons donc cette expression de la fonction ^[x) : 






où les constantes a, n', . . . , 6, b\ ... sont déterminées linéairement par 
les coefficients de ç(/) et ^[t)> 

IL i8 
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Or on en dédiiir, en faisant x = /K' 4- i et se rappelant qu'on n siip 
posé n = 2V, Tégalilé suivante : 






d'où nous tirons 



t: : h h' 

£' 



Kliininons Tindélerniinre p et remplaçons les coefficients ^„. ^«^ • • P^^'' 
leurs valcMirs § \j (p. i35); on aura ces relations 

b V N 

a 



A.4--ir'-'-iî;-T' 



La première donne l'expression de X, et nous reconnaissons, par cette voie, 

qu'elle ne contient d'autre irrationnalilé que \ N. On obtiendrait la même 
conclusion dans le cas de w =: 2V — r , et c'est le résultat que j'avais princi- 
|)alement en vue d'établir, après avoir démontré que sn-ot> est une fonctior» 
rationnelle de h. L'étude des solutions de Lamé qe.i correspondent aux 
racines de l'équation N = o nous permettra, comme on va le voir, d'aller 
plus loin et d'approfondir davantage la nature de ces expressions de >. v\ 



sn-o). 



LL 

On a vu au § XLIX (p. i33) que l'intégrale générali^ de réquation 
différentielle n'est plus représentée, lorsqu'on a N -- o, par la formule 

7 = cf,>-) + (;;f(~x;, 

le rapport " — - se réduisant alors à une constante, et, comme consé- 

quence, nous avons établi que les multiplicateins de la fonction de seconde 
espèce deviennent, au signe près, égaux à l'unité. Suivant les diverses 
combinaisons des signes de //. et fi.', nous pouvons donc avoir des solutions 
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p.irliculières de quatre espèces, caractérisées par les relations suivantes : 

(I) F(x -I- 2K) = - F(.r), F{x 4- a/K') = -h F(x), 

(II) V{x -h 2K) = - F(x), F(x H- 2/K') = - F(x), 

(III) F(a: -h a K) == -h F(jr), F(x -h 2/R') = - ¥{x), 

(IV) F(.r -h 2K) = -h F(x), F!> + 2/R') = 4- F(a:). 

Toutes existent en effet, et les trois premières, où F(â7) a successivement la 
périodicité de suxj cno?, dnj?, s'obtiennent en faisant, dans l'expression 
générale de celte formule, X = o, conjointement avec w = o, o> = K, 
6) = K -h /K'. Nous remarquerons, pour l'établir, que, les valeurs de l'élé- 
ment simple 

/(x) = e^'-*"x(.r) 

étant alors y (jr) = ksnx^ ik cnx^ idn^, dans ces trois cas, les dévelop- 
pements en série de f{i¥J-^ i) ne contiennent que des puissances impaires 
de £, de sorte que les coefficients désignés par H, s'évanouissent tous pour 
des valeurs paires de Tindice. Des deux conditions obtenues au § XLY 
(p. 123), pour la détermination de g) et X, à savoir : 

H2V-1 -h AiHov-a -*- /'2H2v-5-^ • • -<- ^v-i H, -h /^ = o, 

2vn2v-H {2V — 2)A,H2v-2-+- (aV — 4)^2W2v-4H- ... 4- a//v_,H2= o, 

dans le cas de // = 2v; |)uis, en supposant /i = 2v — i, 

II2V-2 "*" ''l H2v«4 -+- ''2ÏÏ2V-C H- . . . -f- //y-i l'o =^ ^1 

(av — OHav-i H- (av — 3)/i,Il2v_3 -t- ...4- //v-.|H| — /iv= o; 

on voit ainsi qu'une seule subsiste et détermine la constante A, Tautre étant 
satisfaite d'elle-même. 

Mais soit, pour plus de précision, 



iAcn(/R'-h£) = - -h7,a-h72£*-^--+-7iÊ''''"' 
• /dn(/K'4-e) = - 4- /', £ 4- r^t^ -i- ...-i- r,£^'-' 4-...; 
je poserai, dans le cas de n = 2v, 

P = />v -H fft Ps-\ -H ff'iP^'i 4- ... -h //v-i/^i -+- /'v > 

Q = 7v -+-/^9v-i-^-''2 7v-2-+- ••• + ''v-i7i ■+- ''v» 
R = Tv 4- //, Tv-, 4- h.^ rv_2 4- ... 4- //v-i /^i -H Av ; 
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|)iiis, en siïp|)osant /^ = 2v — r, 

P =1 ( 2v — \)p,-r- :2V — 3j//,/\_, -f- ... -h h,-\Px - /'v, 

Q = (2V — I <7v-^ (2V — ?^)Jl^(l.,_^ 4- ... 4- //v-i7i — /'v- 
]{ =z 2 V — I ) /\^ -H ( 2 V — 3 ) //, /Vi -H . . . -f- //v-j /'i -- /'v • 

cela élant, les équations 

l>z=:o, Q-^o, R = o 

détermineront les valeurs parliculières de h auxquelles correspondent les 
trois espèces de solutions que nous avons considérées, et Ton voit que dans 
les deux cas elles sont toutes du degré v. 

Il ne nous reste plus maintenant qu'à obtenir les solutions de la qua- 
trième espèce dont la périodicité est celle de sn*^, mais elles se déduisent 
moins immédiatement que les précédentes de l'expression générale de V{x) ; 
il est nécessaire, en efïet, de siqiposer alors la constante \ et snw infinis; 
je donnerai en premier lieu une méthode plus directe et plus facde pour 
y parvenir. 

Soit d'abord // = 2v; je remarque que toute solution de l'équation 
différentielle par une fonction doublement périodique de première espèce 
résulte du développement 

• — _L ^'' ^'''-' ^ j 

et sera donnée par l'expression 

Yix)^-^ h//,— — H-... -f- //v-i^A-sn-j: 



9V - I 



Cela étant, disposons de h de manière à avoir 



6 fi 



ce qui donne la condition 

je dis que la fonction doublement |)6riodique 

iy-^\^[x) - [n[n -H i)A'^ sn-x -h h]V\x\ 



1 
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es! nécessairement nulle. S', après avoir posé x = /R'-h s, on la développe 
en effet suivant les puissances croissantes de £, non seulement la partie 
principale, mais le terme indépendant disparaîtront, comme on Ta vu au 
§ XLIV, p. 121. De ce que la partie principale n'existe pas, on conclut 
que la fonction est constante; enfin cette constante elle-même est nulle, 
puisqu'elle s'exprime linéairement et sous forme homogène par le terme 

indépendant de g, et les coefficients des divers termes en -• 

Soit ensuite ;i = 2v — i; le développement qu'on tire de l'équation 
différentielle, à savoir 

I ^, //v_| 



y — jïv_i + , 



4- ... H -f- 



Î.-3 g 



contenant un terme en -i on doit tout d'abord le faire disparaître en ipo^ 

santAv-«i = û, pour en déduire une fonction doublement périodique de 
première espèce, qui sera de cette manière 

'^ ^ r(2v — i) • r(2v — 3) ^ - ^^ ' 

Cela étant, et en nous bornant à la partie principale, on aura 

il en résulte que, si on laisse indéterminée la constante /i, le développement 

de l'expression 

DIF(^) - [n[n -h \)k^s\\^x -^ //]F(.j ), 

après avoir posé x = iK' -t- ê, commencera par un terme en -• Mais faisons 
/l^_^ = o; comme on peut écrire alors 

on voit que ce développement commencera par un terme en -> qui lui- 
même doit nécessairement s'évanouir, et il est ainsi prouvé que, sous la 
condition posée, le résultat de la substitution de la fonction F( x), dans le 
premier membre de l'équation différentielle, ne peut être qu'une constante. 
J'ajoute que cette constante est nulle, le résultat delà substitution étant, 
comme F(;r), une fonction qui change de signe avec la variable. Soit 
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donc, dans le cas de // = :îv, 

puis, en su|)|)osanl n =- 2v — i, 

on voit que les équations 

P = (), Q = o, R — (), S — () 

detenninent les valeurs de // auxquelles correspondent les (pialre espèces 

de solutions doublement |)érioJiques découvertes par Lamé, ces solutions 

ne se trouvant plus distinguées par leur expression algébrique, comme Ta 

tait l'illustre auteur, mais d'après la nature de leur |)ériodicité. On voit 

aussi que la condition N = o, d'où elles ont été tirées, se présente sous la 

Ibrme 

PQRS = o, 

et l'on vérifie immédiatement que le produit des quatre (acteurs, dans les 
deux cas de ii — 2v et /z = 2v — r, est bien du degré 2/^ H- r et //, comnn^ 
nous Tavons établi pour N au § XUX, pnge i33. 

Voici maifitenant le procédé que j'ai annoncé pour déduire les sohj- 
tions de la quatrième espèce de la solution génénde. 



1.11 
Je reviens à Télément simple 






^ 7k 



t) ; .r (-) oj 



ou / et sno) sont des fonctions déterminées de h\ je les suppose infinies 
l'une et l'autre pour une certaine valeur de cette constante, et je me pro- 
pose de reconnaîite ce (pie devient, lorsqu'on attribue à A cette valeur, l'ex- 
pression de y(^) Concevons, à cet effet, que X soit ex|)rimé au moyen 

de (,) ; je ferai 

o; — i¥J -h c?, 

ce i\\\\ donne, apiès une réduction facile, 

11' > ^ ' 1 > . r *• 'Vil , . i~^ 



\ / 



l«/ 
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Ot .nous avons, en développait suivant les puissances croissantes de d 

cela étant, pour queTexponentielle 

soit finie lorsqu'on fera d = o, on voit que X doit s'exprimer de telle ma 
nière en o) qu'on ait, en supposant o) = iK' ■+- d^, 

Cette forme de développement nous donne, en effet, 
on a d'ailleurs immédiatement 



ir(o) _ j / _ l\f 
ii(^) "" s'^y'' KJ2 '^•••' 

Q(^ + ^) _ , , ^'M^ , 

0(x) "" "*" 0(.r) ^ -^--M 

et nous en concluons l'expression 

f^x) = e^»"-*» ^^ + X + X, 5 -h. . .) , 
ou le terme indépendant de d, qui sera seul à considérer, est 

x = (x, + .,_i)(^-,K') + ^+|H. 

Elle fait voir que les formules, pour n = 2v ei n = 2v — î , 

^^^ r{2v) "«r(2v-u) ••• ''v-.iWl^;. 

puis 

^(•^) = -*- FfrrzT) +''• vî^^) + - + ''v-.y W. 

contiennent chacune un terme en ^) qui est, pour la première, 

_ eXo(.-.K, r >p ^ , 77^^^ -h ... 4- //v-iXol» 

Lr(2v) r(2v — 2) V • «j 



el dans la secon le 



,>■/>- iW, 



r ». V — I 
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'', - —'- — -r -T- ... -f- // 

i 2 V — J 



■ •] 



Il est donc nrcessan^e, rifin d'obtenir des qiianlilés finies en faisant o 
qne ).o satisfisse à ces éqnations 



= o 






// 






r ^v 



-f-. ..-I- //,_,/,,= o, 






J ■ 1^ ■}. y 



Cela étant, les expressions de F(.r) se transforcnent de la manière sui- 
vante. 

Soit, en g(*néral, 

en désignnrïl par X et X une constante et une fonclion quelconques. On 
voit aisément que la quantité 

si l'on admet la relation 

s'exprime, au moyen de la nouvelle fonclion 
par la formule 

ah;: 7.(-*; ^- iA>. -f- A.iD^ v;;.rj-4- .. 

Dans le casautpiel nous avons élé conduit, on tire immédiatement de 
la valeur de X l'expression 

et nous obtenons par conséquent pour F(x) le produit, par Texponen- 
liellc e'''^% d'une fonclion doublement périodique de première espèce, 
composée linéairement avec les dérivées de sn-.r. L'analyse précédente, 
en établissant l'existence de ce genre de solutions de l'équation différen- 
tielle, les rattacbe aux valeurs de h qui rendent à la fois infinies les con- 
stantes X el su w; on voit aussi que, dans le cas particulier où Xo ^st nul, 
elles donnant bien les fonctions que je me suis proposé de déduire de la 
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solution générale. Mais revenons à la première forme qui a été obtenue au 
moyen de la fonction 



y(x) = cv-*'(i+x + x,rf+...) 



Le terme — ^ — disparaissant, comme nous l'avons vu dans l'expres- 
sion de ¥{x)j il est permis de prendre plus simplement à la limite, 
pour J = o, 

Celte fonction joue donc le rôle dVlément simple; il est facile, lors- 
qu'on fait x = /K' -h £, d'obtenir son développement et d'avoir ainsi les 
quantités qui remplacent, dans le cas présent, les coefficients désignés en 
général par H^, H,, etc. Nous avons en effet, pour x = iK' -h e, 

A ~ yA.-^So" K.)c-H HlTy- 7-HA,£ 3 g .... 

Multiplions par e^' les deux membres, et soit 



nous trouverons 



1.2 " 



î>2 — ~ — ~~ô ^" ^1 '»o» 






I .2 3.4 1.2 3 



S, étant, en général, un polynôme du degré / -h 1 en Xq, où n'entrent que 
des puissances impaires ou des puissances paires, suivant que l'indice est 
pair ou impair. Les conditions données au § XLV (p. 123) conduisent 
donc, dans les deux cas de tz = 2Vy /< = 2v — i, en y joignant l'équation 
en >o précédemment trouvée, à ces trois relations 

1 (2vJ r^2v — 2; 

O2V— f "^~ "I ^2v— 8 "^ '*2^2v-5 +•••"♦" 2/îy_| b| -f- Wv = O, 
2VS2V-+- (2V — 2)A,S.^v-2-^ {^V — 4)A2S2v-« -H ••• -^ 2Av-|S2= o, 
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lorsque Ton suppose n = 'i^j, puis 



'•(I 



(2V — l)S_>,, , -f- ' 'iV — '5 i//,S.v_:{ -h. . .-h /;.;_, S, — //v— () 

pour w =3 2v — I. Elles donnent le moyen d'obtenir directement, et sans 
supposer la connaissance de la solution générale, les trois quantités /„> ^i 
et /?. Elles montrent aussi qu'on a en particulier la valeur Xo = o, à laquelle 
correspondent les solutions de Lanïé. Effectivement, lorsque ).„ est supposé 
nul, on obtient 

cela étant, dans le cas de // =z 2v, la première et la troisième équation sont 
satisfaites d'elles-mêmes ; la deuxième, devenant 



— ht — - ~ — /i.j - ' \ -f- . . . -+- /?,,_, X, -f- /?v = o, 



2 V — i ?, V - 3 " 2 V - - 5 



ne détermine que X,. Il est donc nécessaire de lecourir à Tune des rela- 
tions en nombre infini qui ont éié données au § XLVl (p. i:^");, sous 
ces formes : 

i^i"^ O, 1^2/= ^/-hvi ^2i-*-2^J^ \ = (>fff. 



» La plus simple est 
ou bien 



1^2 — '^V-HI • 



— v(2v + OHov^, -T- ; V — i)(2v — i)//| IKv-i 

^ fv — 2 (2V — 3)//2TI.v-:, -h. .-I- 3//v_, Hj-h //v^i = O, 

et nous en tirons immédiatement 

ce qui est Téquation en // précédemment trouvée. 

» En dernier lieu et pour le cas de /^ == 2v — i, nos trois relations se 
trouvent vérifiées si Ton fait //,,_, = o ; on retrouve donc encore de cette 
manière le résultat auquel nous étions précédemment parvenu par une mé- 
thode toute différente. 

FIN ne PKEMJER FASCICULi:. 



ttLV<n franco «In,,» toute ITiiion p'stalo cmlrp mai.Jal ,lo posle ou ^^leu|• si.r i-aris. 



*^*<V'^^'^ li? ^*^" *''9*' Momlire do rAcidémie des Scioiices - Sa Vie 

ScTm , iâj ï,",V^MaH*' ff'-™*"-. MemlH-e de i'Acadérob (1l'8 

"d^rSAli^ '^''"■'''' complète» d'AogMtin Cauchy. publiées sousio 

['fur^-^^''*!.';'^ '■■■Hi.iyiE nvec le .loncoiirs rlf- MM. r„h,„ ci Tofo/, doc- 
teur» fShciONceM. '(• volumes m -4. 

'"«Êïo diÎsSi'inM/u"X.m-'ir'" "'^^'^ ''"^ Rflcueils de l'Aca- 

"'Mi™™^?""'^"' "'^«^" ^« "i'ers Recueils, Ouvragea classiques 

" "" mf /^ "^ ""''^ d'ouvrage, Mémoires piU.liea séparément. 



. -as? {.ThMrie de ia 



a pr-opagatmii des nndrt à lu 
Jluide aesattt. d'uim pro/on- 
le. - Mfmoirt, ,ui- Cm mté- 



•leur indéfinie. 

giafe:t dé/tiiiri) 

' "^^ '* ' '^i ' ''■•'['ri'i/^ det Comptes renditt de 



l"Se»i»,-Ton>eVïi-.SWi (É.cm,t(» de>f Complu rendu» de V4c, 

dénué des Sciei\cta). 
Il* Srjui, — Toute VI; 
Cil!» deux voluor— - 



« Kxeiciees de Maihemalique») .. 28 fr. 
.~."„.,.^, ^ui iiniatLrunl PB Jilniier iSSe, siinl mis en sriiud'iulion 
.Jiac nu 11 tu» csl, tÉiluii, piKir le« si.usc ri (.leurs qu, Arojil leuî- ver-.* 

, V'"^--*-- aoir. 

i.ra ajincns siiustriptcurï (jiii déslrrni routîHoer Irur sousfrîiitiun 
a\inr n *« (inwcupcr dn dWes d'apparition des dwerefs iKtrlies de,- 1» Collée 

CHAStEB. -I^aité do Géométrie aupérieure. Deuxième idiiio». Ud beai'i 
voniiiK- sfaml m-8. uvpi- i^ |.la(iclii-si ; jK8.,. ^4 fr. 

'^^^^^^^ l.*"^"t' 7 façons sur la Oéomèlrie, reeneiUieaet compl<5lées 
|.ai i::r.Omml L,mk,m,„„. l'rofeseur ii TUniversilé de Fribourc en Bris- 
f;ait, etlroiIuUesMr A.Mi^hv Bfnmst, DocLmjr eniiroil. 3 vol. t-randin-B 
iivoiliaureBdans le texte. ^ ' 

TouB 1". — Traité des soctions conîquee et Introduction à la théorie des' 

lonrtpaaigèbriqiies; 1871J ,3 f^ 

ît?i."' Ta^""'^^ algébriques en général et courbe» du ' troisième 

vruri', lôfio , . . , , ^ ^ _ _ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ _ _ I < Fr 

ToHi! 111. — liitoaralos abiîlieiines ot connVics; 1 itBâ-V, '.', *. *.* *. id fr! 
HOUEt (J.). Prjirwsseur deMatliéraaliuues «Ib Faculté des Sciences dt 
Bjrdudux. - Çonra de Calcul inflnltésimal. Quatre beaux volumes 
griuuiii-W.iyiijcdgua'Bddnsle texte; i878-i879-iBao-i88i. 
On vend .i^iinrémi-nl ' 

Tomol ,. , I j f|. 

Tonwil , , ■ (,. ■ 

^ , Twnolll ,- ■ 

TwBelV ,,,,,' 



JORDAM iCamille), Membre riennstitul, Professeur J l'ficot» 
nique. — Cours d Analyse de TEcoIb PoIïrt8chniffnt.3fol 
avec figures dans le telle, se vendi^nlséparémeni : 

Tomel. — CiMUL i>iFPËiiiî\riEL; i88a 

Tome n. —Calcul i.-tTKGint. ( Inlégrale< définie 

<■( iadéfinies). iH83 

Tome m.— Calcul t^jintiKi. i H'iuniioni iHgêreif 
tiftles. — Calcul des vnriationi. — DéveJnppt- 
iiienss divers. — Prablémef ) ; 

LA GOTONERIE (de) . ^ Traité de PerspectÎTe Unéaiw. In-i, av^ 

•ii: i-< iilauches in-Xolio dont 8 doubles. ,.' ôdiUon. enliërement ( 

LA GOURKEBIE (de). ^ Recliertdtes but les surfaces réglées ùà 
dralei syniBtricnio» . avec dos Notes par Jrtlwr (m/ry Hembra 

bûciéti> Royale de Londres. Corre3|ioiidutii do riustilut de FrauM" 
feBseur do MalliémaliriHes i.ures à l'Utiivorgiit' de CHuitirid^T*^ 

iAISANTfC.-A. 1, ancirti Élèv» àt- l'Ècolel'oIv ttchmque.I™™»- 
-- Introduction à la métbods des qaâtttaiaaM. Io-^/m 

LAOR£KT [H.;, Examinateur d'admission à l'ÉOole Polvlerliitteii 
Traite d Analyse. 6 voluuics in-S, avec figuras clans le \«t«. 
TciiiK I. ~ Calcul différentiel Applicalimis nnahiiaiuf 

iri>/iH:t. ■ iHSS ., ..TT^. 

Le tome 11 eàt sous presse et paraitra p l'util aine muni. 
MÈRA7 (Ch), Professeur ii la Faculté des Sciences de IHjû«"."-r 
Bition nouvelle de la Théorie des fbrtnaa linéaires et das àk 
nantB. In-f ; 188^ " 

KÏSAL (H.J, Membre da l'inslirut. Professeur ii l'Ecule Polytec^nii 
i Ecolo dus Mines.— Physique mathématiqno. JUfctmtfyManùim 
pdtiinle, Chaleur, RU-cltldlè, .Vagiiélitme, tlnsUcnê. lo-Jj;!^;. 

SALMON (G.), Professeur a.i Collège de ja Trinité, à pkklio. — 1 
de Géométrie analytique à deux dimensiona [ Sections conlane* 

(iua de anglais par MM. 11. Resal et VAorHEflBT.r é.lii,m. frutic-ls« 
bhée, d après la (j'édition anglBise, par .M. r„ur I.,,, t. am-h-u Mi 
Itcole Polytecbnique, Lioulenani-Colonel d'AriiIlei 
l'Ecole supérieure de Guerre. In-S; iSSj 



1'^ ProfL-9 



doBliné à faire suite au Tmiii' des SfCiions CQn<qBr.s Traduit tlo rui 
sur la 3* édition, par O. Chemin, Itjgénleur des Ponts L-l Ctûi« 
Professeur à l'Ecole des Ponts et ChaossCefl, et «uginenié dhjne £«3 
les itifints singuliers des courbes nl^brii]Ws /Aina, (wr C 



188J.. 



SAIMON (G.). — Traite de Géométrie analytique à trois __ 

Traduit da l'anglais, sur la qiMiriémo L-diliou. par 0- Chemin 
des l'onis et Chauss^ics. ' 

i" I'ahtie : Lrgms et 
dausle toMe; i8Bm 

Il* PABriR : Thénrie génêrttlf des ligi 
lif:ures dans le teste 



mrfarei fin t" et da ■ 



' 'irdre. In-J, avee 
rjhces tvuirbet. ttt^ JÎ 



Paris. — Imp. de 'iu/raiEa-ViLLAns, quai des Grands- Au guatil», 53. 




